Klausur Statistik (7.5 ECTS)

Name Priifer Prof. Dr. I. Klein

Vorname . . Freitag, 19.02.2016
Arbeitszeit

Matrikelnummer 14:00 - 16:00 Uhr

Studienrichtung Sitzplatznummer

Semesterzahl Raum

Email (optional)

Hinweis: Aufgabenblitter nicht auseinandertrennen!

Ergebnis:

Statistik

Aufgabe | Punkte

1

2

3

4

Summe

Note:

Unterschrift des Kandidaten:

Unterschrift des Priifers:




Hilfsmittel: Es gelten folgende Regelungen zu den erlaubten Hilfsmitteln:
e Nicht programmierbarer Taschenrechner

e Die vom Lehrstuhl seit dem WS 2014/15 offiziell
herausgegebene Formelsammlung (DIN A5, gebunden,
orangener Umschlag). Es sind prinzipiell keine weiteren
Eintragungen  oder = Markierungen  darin  erlaubt.
Ausgenommen  sind  farbliche  Hinterlegungen  von
Textpassagen und/oder Formeln. AuBerdem ist das

Erratum zur 1. Auflage der Formelsammlung erlaubt.
e R Reference Card von Jonathan Baron, es sind keine

weiteren Eintragungen oder Markierungen darin erlaubt.

Bewertung: Fiir jede Aufgabe werden maximal zehn Punkte vergeben.
Bewertet werden grundsétzlich nur Losungen, die im

Losungsteil stehen und fiir die Folgendes beachtet wird:

e Der Losungsweg muss aus einer Darstellung der einzelnen

Rechenschritte ersichtlich sein.

e Antworten sind stets zu begriinden, es sei denn es wird aus-

driicklich keine Begriindung verlangt.

e Unleserliche Aufgabenteile werden mit 0 Punkten

bewertet.

Viel Erfolg!



7.5 ECTS

Aufgabe 1

Anlésslich der Fuball-Europameisterschaft fahren die begeisterten Fufiball-Fans Lukas
und Basti mit dem Fanbus nach Frankreich. Sie vergleichen die beiden Lander Deutschland

und Frankreich. In angegebener Tabelle sind ihre Ergebnisse festgehalten.

Deutschland | Frankreich
Hauptstadt Berlin Paris
Bevolkerung in Tausend 81174 66352
Fliche in km? 357137 632834
Bruttoinlandsprodukt (BIP) je Einwohner in EUR 36000 32200

1. Nennen Sie den hochsten Skalentyp des Merkmals "Hauptstadt’.

2. Die Bevolkerung in Deutschland steigt im néchsten Jahr um 2% und sinkt im iiber-

nachsten Jahr um 2%. Wie grof3 ist die Bevolkerungszahl in zwei Jahren?

3. Wie hoch ist das Bruttoinlandsprodukt je Einwohner fiir beide Lénder zusammen?

4. Der Bus fihrt den ersten Streckenabschnitt, welcher eine Lange von 350 km besitzt,
mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 100 km/h. Der zweite Abschnitt betragt
400 km und wird mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 80 km/h zuriickgelegt.

Berechnen Sie die durchschnittliche Geschwindigkeit auf der gesamten Strecke.

L https://www.destatis.de/Europa/DE/Staat/EUStaaten/Deutschland.html , https://www.destatis.de/Europa/DE/Staat/EUStaaten/Frankreich.html



7.5 ECTS

Schiedsrichter Walter Streng zieht im Mittel 4.5 Karten wihrend eines Fufiballspiels, wo-
bei nicht zwischen gelben und roten Karten unterschieden werden soll. Die Anzahl der pro
Spiel gezogenen Karten soll durch die Poisson-verteilte Zufallsvariable Y beschrieben wer-
den. Im Folgenden werden nur Fulballspiele mit einer Dauer von 90 Minuten betrachtet,

das heifit es gibt keine Verlingerung, kein Elfmeterschiefen oder Ahnliches.

5. Welchen Wert nimmt der Parameter fiir die Verteilung von Y an?

Arbeiten Sie jetzt mit A\ = 3 weiter!

6. Mit welcher Wahrscheinlichkeit zeigt der Schiedsrichter in einem Spiel genau 2 Kar-

ten?

7. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Schiedsrichter im ersten Spiel mehr
als 2 Karten und im zweiten Spiel hochstens 3 Karten vergibt. Gehen Sie hierbei
davon aus, dass die Anzahl der Karten im ersten Spiel (Y;) unabhéngig von der

Anzahl der Karten im zweiten Spiel (Y3) ist.

8. Die Zufallsvariable W beschreibt die Wartezeit zwischen zwei Ereignissen in Minu-
ten. Nationalspieler Thomas Niiller hat gerade die gelbe Karte gesehen. Berechnen
Sie die Wahrscheinlichkeit, dass innerhalb der néchsten 10 Minuten ein beliebiger

Spieler die néchste Karte sieht.



7.5 ECTS

Der Trainer hat die Hypothese, dass all seine 23 Spieler eine Schussgeschwindigkeit haben,
deren Varianz nicht gréfler als 64 ist. Sie testen die Hypothese mit einem geeigneten
Hypothesentest, wobei die Irrtumswahrscheinlichkeit 5% betridgt. Dafiir betrachten Sie
die Schussgeschwindigkeiten der 23 Spieler X, X, ..., Xo3 als stochastisch unabhéngig,

identisch normalverteilt. Sie stellen folgende Hypothesen auf:

Hy: 0% <03 =64 gegen Hy : 0% > 0} = 64.

n

9. Zeigen Sie, dass die folgende Gleichung gilt: > (x; — 7,)* = Y. 27 — nZ2.
: e

7
i=1 1=

23
10. Bestimmen Sie die realisierte PriifgroBe, wenn fiir die Stichprobe > z? = 309570
i=1
und To3 = 116 gelten.

Verwenden Sie im Folgenden als Wert fiir die realisierte Priifgrole 5 und als
Wert fiir die kritische Schranke 40!

11. Treffen Sie die Testentscheidung und begriinden Sie diese.



7.5 ECTS

Schmierpapier zu Aufgabe 1




7.5 ECTS

Aufgabe 2

Nach der Uberschwemmung der Stadt P vor zwei Jahren versuchen Sie den Stadtrat vom

Erwerb eines mobilen Hochwasserschutzes zu iiberzeugen. Sei
H : ;Hohe des Hochwassers, falls der Fluss D sein Flussbett verlasst” [m].

Aus einer einfachen Stichprobe Hi, ..., Higo aus den letzten 100 Jahre haben Sie sich bereits

folgende Daten extrahiert:

100 100
> hy =102.30 und > h?=190.43.
i=1 =1

1. Was bedeutet ,erwartungstreu”?

2. Geben Sie einen erwartungstreuen Schétzer fiir die Varianz an und berechnen Sie

den zugehorigen Schétzwert.

3. Nennen Sie eine Eigenschaft eines Momenten-Schétzers.



7.5 ECTS

Sie wissen, dass
P(H <z)=1-—exp(—z) mit zugehoriger Dichtefunktion f(x) = exp(—z)
fir z > 0.

4. Der Stadtrat behauptet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass das Hochwasser die gén-

gigen Barrikaden iiberschreitet, sehr gering sei. Berechnen Sie

a) die Wahrscheinlichkeit, dass der Hochwasserstand genau 3 m betrégt,

b) die Wahrscheinlichkeit, dass der Hochwasserstand eine Barrikade von 1 m iiber-

schreitet,

c¢) die Wahrscheinlichkeit, dass der Hochwasserstand maximal 4 m betrégt, wenn

er die 3 m Marke bereits iiberschritten hat.

Sie drdngen den Stadtrat zu einer schnellen Entscheidung, da ihrer Meinung nach der

Fluss D im Mittel alle 5 Jahre eine Uberschwemmung verursacht. Sie wissen, dass
Z . Zeit zwischen zwei Uberschwemmungen in Jahren”

exponentialverteilt ist mit Parameter .

5. Geben Sie auf Grundlage der erhaltenen Informationen den Parameter A\ an.



7.5 ECTS

6. Markieren Sie den Median der Exponentialverteilung in der nachstehenden Graphik

eindeutig.

Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung
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Ein Mitglied des Stadtrates widerspricht Thnen und duflert die Vermutung, dass der Fluss

D seltener iiber die Ufer tritt. Sie betrachten hierzu eine einfache Stichprobe Zi, ..., Zs

20
mit | z; = 51.75.

=1

7. a) Geben Sie das theoretische und das realisierte rechtsseitige Konfidenzintervall

fiir den Parameter A\ zum Niveau 1 — a = 0.95 an.

b) Interpretieren Sie das realisierte Konfidenzintervall.



7.5 ECTS

8. Testen Sie nun auf dem 95%-Niveau Thre Vermutung gegen die Ihres Kontrahenten

in Form der Hypothesen

1

Hy: A< -= ) gegen Hl:)\>g

!
5

mit zugehoriger Priifgrofe
i=1

a) Berechnen Sie die realisierte Priifgroe to.

b) Berechnen Sie den p-Wert. Sollten Sie in Aufgabe 8a) keinen Wert er-

halten haben, verwenden Sie t;9 = 22.16.

c¢) Treffen Sie eine Testentscheidung und begriinden Sie diese in Form einer Ent-

scheidungsregel.



7.5 ECTS

Schmierpapier zu Aufgabe 2




7.5 ECTS

Aufgabe 3

Ihr Freund Kevin ist begeisterter Sportler. Sie besuchen Kevin bei seinem Training.

1. Zuerst beobachten Sie den Weitsprung. Nehmen Sie zunéchst an, dass beim Weitsprung-
Training im Allgemeinen die Ergebnisse der gesprungenen Weiten (Zufallsvariable
W) in  Meter unabhidngig und identisch normalverteilt sind  mit
W ~ N(u=6.37,0% = 0.04).

a) Berechnen Sie die Grenzen des zweifachen zentralen Schwankungsintervalls fir

die Sprungweite W.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt die gesprungene Weite eines Sportlers im

1.53-fachen zentralen Schwankungsintervall?

c¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit springt ihr Freund Kevin mindestens eine Weite

von 6.50 Metern?

Nun notieren Sie sich die gesprungenen Weiten (W) in Meter der ersten 10 Spriinge

von Kevin:

Sprungi [1 |2 [3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
w; 1630 | 6.29 | 651 | 6.22]6.49 | 6.27 | 6.46 | 6.18 | 6.40 | 6.36

d) Berechnen Sie die durchschnittliche gesprungene Weite der 10 beobachteten
Spriinge.

10



7.5 ECTS

e) Berechnen Sie die Spannweite der beobachteten gesprungenen Weiten.

2. Als néchstes wenden Sie sich dem Training im Sprint zu und beobachten 20 Sprinter.

Nehmen Sie an, die ,,Zeiten im 100m-Sprint [in Sekunden]” (X) sind normalverteilt

mit bekannter Varianz o2.

Es wird der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den unbekannten Parameter p ge-
sucht.

a) Zeigen Sie, dass die logarithmierte Likelihoodfunktion von p gegeben ist durch

In(L(p; X1, ..., X)) = —n In(ov27) — i M

/ 202
=1

b) Zeigen Sie, dass der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den unbekannten Para-

meter p lautet: fpg, =+ 30 X,

. . L 20
c¢) Berechnen Sie den Wert von fipsy,, wenn Sie wissen, dass ) |, z; = 179.

11



7.5 ECTS

d) Formulieren Sie in wenigen Worten die hinreichende Bedingung fiir das Vorlie-

gen eines globalen Maximums an der Stelle fiy/p.

Zum Abschluss seines heutigen Trainings macht Kevin noch ein paar Klimmziige. Sie

beobachten ihn und stellen fest, dass die Klimmzugstange schon sehr alt ist.

3. Nehmen Sie an, die Wahrscheinlichkeit, dass die Klimmzugstange zerbricht, sei bei
jedem einzelnen Klimmzug gleichbleibend p = ﬁ. Auflerdem besitze die Anzahl der
Klimmziige (Z) bevor die Klimmzugstange zerbricht folgende Wahrscheinlichkeits-

funktion:

fz(z) = p(1 —p)*.

a) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Stange bei Kevins erstem Klimm-

zug zerbricht?

b) Wie nennt sich die Verteilung von Z?

c) Wie viele Klimmziige sind zu erwarten, bevor die Klimmzugstange zerbricht?

12



7.5 ECTS

Schmierpapier zu Aufgabe 3

13



7.5 ECTS

Aufgabe 4

Die Prazisionswerke W7 und W5 stellen ein Bauteil fiir Maschinen her. Bei der Qualitéts-
priifung werden die Bauteile in fehlerhaft (F) und fehlerfrei (F) unterschieden.

1. Es wurden 20% der Bauteile von W; bezogen. Alle weiteren Bauteile wurden von
W5 bezogen. Von den Bauteilen, die von W; bezogen wurden, waren 3% fehlerhaft.

Von den Bauteilen, die von W5 bezogen wurden, waren 0.7% fehlerhaft.

a) Stellen Sie den Sachzusammenhang in einer vollstéindig ausgefiillten 4-Feldertafel

dar.

b) Wie grof} ist der Anteil der fehlerfreien Bauteile unter allen bezogenen Bautei-

len?

c) Wie grof} ist der Anteil der fehlerfreien Bauteile unter den fehlerfreien Bauteilen
aus Werk Wsy?

14



7.5 ECTS

d) Wie grof§ ist der Anteil der von Werk W5 bezogenen Bauteile unter den fehler-

haften Bauteilen?

Das Prézisionswerk Wj bietet ebenfalls das Bauteil an. Es soll entschieden werden, ob das
Bauteil in Zukunft auch von W3 bezogen wird. Dazu ist eine Probebestellung geplant.
Mittels einer Stichprobe mit Zuriicklegen soll auf den Anteil der fehlerhaften Bauteile von
W3 geschlossen werden.
Mit

X, - { 1 , falls i-tes Bauteil fehlerhaft

0 , sonst

ergibt sich die einfache Stichprobe Xi,...,X,,, wobei p die Wahrscheinlichkeit ist, ein

fehlerhaftes Bauteil auszuwahlen.

2. Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem Wert des realisierten Stichproben-
mittels 7,, und dem Anteil der fehlerhaften Bauteile unter den ausgewéhlten Bau-

teilen?

3. Geben Sie die parametrisierte Verteilung von Y | X; an.

4. Bestimmen Sie mittels des zentralen Grenzwertsatzes den minimalen Stichproben-
umfang fiir den Anteil der fehlerhaften Bauteile aus Werk Wj so, dass die Wahr-
scheinlichkeit fiir eine Abweichung um héchstens 2 Prozentpunkte vom wahren An-

teilswert mindestens 90% betriigt.

15



7.5 ECTS

5. Bei der Bestimmung der minimalen Stichprobenldnge fiir Anteilswerte steht der
unbekannte Anteilswert p in der Varianz der Grundgesamtheit p(1 — p). Deshalb
wird die Varianz in der Grundgesamtheit durch p(1 — p) < 1 abgeschétzt.

a) Fiir welchen Wert p wird diese Obergrenze angenommen?

Gehen Sie nun davon aus, dass der wahre Anteil der fehlerhaften Bauteile kleiner

oder gleich 0.1 ist.

b) Zeigen Sie, dass mit dieser Zusatzinformation die Varianz in der Grundgesamt-
heit sogar durch p(1 — p) < 135 abgeschéitzt werden kann.
Hinweis: Zeigen Sie, dass f(p) = p(1 — p) im relevanten Bereich p € |0,0.1]

streng monoton zunehmend ist und schliefen damit auf den maximalen Wert.

c¢) Bestimmen Sie den minimalen Stichprobenumfang fiir die Werte a = 0.1 und
e = 0.02 mittels Chebyshev-Ungleichung. Passen Sie dazu die Formel so an,

dass die Zusatzinformation p < 0.1 beriicksichtigt wird.

16



7.5 ECTS

Schmierpapier zu Aufgabe 4

17



Losung Klausur WS1516 (7.5 ECTS)

Losung 1

1) Nominalskala

2) 81174 -1.02-0.98 = 81141.5304

36000 - 81174 + 32200 - 66352

— 34200.
3) 81174 + 66352 312908958
350 -+ 400
gy 22000 559353
B
5) A= 45

6) P(Y; =2) =0.2240

7) P(Y; > 2)P(Ys < 3) = (1 — 0.4232) - 0.6472 = 0.3733

8) Frup(10; ) =1 — exp(—3 - 10) = 0.2835

n n n n n n
9) S(w; —T,)? = > a? — 221’1%”—1-2@21 = 27 —2nT2 +nT2 = > a?
' =1 i=1 i=1 =1

=1 7 =1

= QTLEn = nf?l

L@ =T 00500 931167
10) f,=
op 64

= 1.2813

11) Lehne Hj nicht ab, da PG < KS (PG nicht im KB).

0.5P

0.5P

1.0P

1.0P

05P

0.5P

1.5 P

1.5 P

—n7%2 1.0 P

1.0P

1.0P



7.5 ECTS

Losung 2

1. Der Erwartungswert des Schétzers entspricht dem wahren Parameterwert. 0.5 P

— 1 =n _ 72 100 { 190.43 102.30 2

2. Var(H) = H,—H,)? = H? — et _ _
ar(H) = 2—=7 2! )= n—l( Z ”) 99(100 (100))
0.8664 1.5P

3. nicht eindeutig; asymptotisch erwartungstreu; MSE-konsistent;

asymptotisch normalverteilt 0.5 P
4. a) P(H=3)=0 0.5P
b) PBH>1)=1-PH<1)=1-(1-¢1)=e1=0.3679 1P
c) P(H <4|H > 3) = Frgpy(1) = 1 — exp{—1} = 0.6321 1P
PB<H<4)  Frop)(4) = Fonp)(3)
oder: P(H < 4|H > 3) = = = 0.6321
( - | ) P(H > 3) 1-— FE:pp(l)(3)
1
5. A=-=02 0.5 P
5
6. Der Median entspricht dem 50%-Quantil der Verteilung: 0.5 P
S e
X
Xoo X6.05:40 26.51
7. = = | == = |—— = [0.2561 ; 1.5 P
) {an ’ OO) [2 5175 OO) [103.5 ’ OO) [ o)

b) In 95 von 100 Féllen liegt der wahre Parameter im real. Konfidenzintervall.
oder

Mit einer Vertrauenswiirdigkeit von 95% liegt der Parameter im realisierten

Konfidenzintervall 05P

1
8. a) t20:2-5-51.75:20.7 05P
b) p=P(Ty < ty) = P(Tn <20.7) = 0.005 = 0.5% 05 P

(p=P(Ty < ty) = P(Ty < 22.16) = 1%

2



7.5 ECTS

¢) p=0.005(0.1) < 0.05 = «
= Nullhypothese kann auf dem 5%-Niveau abgelehnt werden,
oder
Ao = 0.2 liegt nicht im realisierten Konfidenzintervall, daher kann die Null-
hypothese abgelehnt werden,
oder
tyo = 20.7 < 26.51 = X§ 540 = XZson, daher kann die Null- hypothese abgelehnt

werden. 1P



7.5 ECTS

Losung 3
1. a) [ty — 2 0k o — 2 - 0]
= [6.37 — 2 -1/0.04;6.37 4+ 2 - v/0.04] = [5.97;6.77] 1.0P
b) ®(1.53) — B(—1.53) = 2-0.9370 — 1 = 0.8740 1.0 P
) P(W > 6.50) = 1 — p(Wtw) 650 mw)y
(W—pw) _ (650-6.37)+ u
1 — p(Wotw) ¢ GH05T)) _ 3 (0.65) = 1 — 0.7422 = 0.2578 1.5 P
d) @, = 6.3480 0.5 P
e) Spannweite = 6.51 — 6.18 = 0.33 05P
2. a) Likelihoodfunktion:
—(zi—p)?
L= H?Zl \/2;02 exp{ (20211) }
Log-Likelihoodfunktion:
In(L) = n (1) —n In(ov2m) - (0, 5t
— —n In(o/27) — Y0, Eow” 1.5 P
b) 1. Ableiten: maZL ; Z?:ljfi_“) 0.5 P
2. Gleich 0 setzen: iy, =+ 30 | 05P
c) L& = 8.95[sec] 0.5 P
d) Die zweite Ableitung der (logarithmierten) Likelihoodfunktion muss an der
Stelle des ML-Schétzers jip;;, negativ sein. 05P+05P
3. a) fz(z) =35 =0.0233 0.5P
b) Geometrische Verteilung 05P
¢) E[Z] = 42 0.5 P



7.5 ECTS

Losung 4
F F by
Wy | 0.006 0.194 | 0.2
1. a) 2P

Wy | 0.0056 0.7944 | 0.8
> | 0.0116 0.9884 |1

b) 98.84% v 0.5P
¢) 100% v/ 0.5 P
d) 3090 v'=0.4828 v/ 1P
2. Sie stimmen iiberein.v’ 05P
3. Y Xi ~ Bin(n, p)v'v 1P
40> (M _api)’ = (1.644851)" v=1690.854 v'd.h. n > 1691 v/ 15P
5. a) 0.5V 0.5P
b)

flp)=pl—-p) = fp)=1-2p v
p€]0,0.1] = f'(p) € [0.8,1] insbesondere: f'(p) >0 v
p€]0,0.1] = p(l-p) <0.1(1-0.1)=0.09 v

1.5 P

9
¢) n > 18y = 008 — 2250v 1P



Klausur Statistik (10 ECTS)

Name Priifer Prof. Dr. I. Klein

Vorname . . Freitag, 19.02.2016
Arbeitszeit

Matrikelnummer 14:00 - 16:00 Uhr

Studienrichtung Sitzplatznummer

Semesterzahl Raum

Email (optional)

Hinweis: Aufgabenblitter nicht auseinandertrennen!

Ergebnis:

Statistik

Aufgabe | Punkte

1

2

3

4

Summe

Note:

Unterschrift des Kandidaten:

Unterschrift des Priifers:




Hilfsmittel: Es gelten folgende Regelungen zu den erlaubten Hilfsmitteln:
e Nicht programmierbarer Taschenrechner

e Die vom Lehrstuhl seit dem WS 2014/15 offiziell
herausgegebene Formelsammlung (DIN A5, gebunden,
orangener Umschlag). Es sind prinzipiell keine weiteren
Eintragungen  oder = Markierungen  darin  erlaubt.
Ausgenommen  sind  farbliche  Hinterlegungen  von
Textpassagen und/oder Formeln. AuBerdem ist das

Erratum zur 1. Auflage der Formelsammlung erlaubt.
e R Reference Card von Jonathan Baron, es sind keine

weiteren Eintragungen oder Markierungen darin erlaubt.

Bewertung: Fiir jede Aufgabe werden maximal zehn Punkte vergeben.
Bewertet werden grundsétzlich nur Losungen, die im

Losungsteil stehen und fiir die Folgendes beachtet wird:

e Der Losungsweg muss aus einer Darstellung der einzelnen

Rechenschritte ersichtlich sein.

e Antworten sind stets zu begriinden, es sei denn es wird aus-

driicklich keine Begriindung verlangt.

e Unleserliche Aufgabenteile werden mit 0 Punkten

bewertet.

Viel Erfolg!



10 ECTS

Aufgabe 1

Anlésslich der Fuball-Europameisterschaft fahren die begeisterten Fufiball-Fans Lukas
und Basti mit dem Fanbus nach Frankreich. Sie vergleichen die beiden Lander Deutschland

und Frankreich. In angegebener Tabelle sind ihre Ergebnisse festgehalten.

Deutschland | Frankreich
Hauptstadt Berlin Paris
Bevolkerung in Tausend 81174 66352
Fliche in km? 357137 632834
Bruttoinlandsprodukt (BIP) je Einwohner in EUR 36000 32200

1. Nennen Sie den hochsten Skalentyp des Merkmals "Hauptstadt’.

2. Die Bevolkerung in Deutschland steigt im néchsten Jahr um 2% und sinkt im iiber-

nachsten Jahr um 2%. Wie grof3 ist die Bevolkerungszahl in zwei Jahren?

3. Wie hoch ist das Bruttoinlandsprodukt je Einwohner fiir beide Lénder zusammen?

4. Der Bus fihrt den ersten Streckenabschnitt, welcher eine Lange von 350 km besitzt,
mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 100 km/h. Der zweite Abschnitt betragt
400 km und wird mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 80 km/h zuriickgelegt.

Berechnen Sie die durchschnittliche Geschwindigkeit auf der gesamten Strecke.

L https://www.destatis.de/Europa/DE/Staat/EUStaaten/Deutschland.html , https://www.destatis.de/Europa/DE/Staat/EUStaaten/Frankreich.html



10 ECTS

Schiedsrichter Walter Streng zieht im Mittel 4.5 Karten wihrend eines Fufiballspiels, wo-
bei nicht zwischen gelben und roten Karten unterschieden werden soll. Die Anzahl der pro
Spiel gezogenen Karten soll durch die Poisson-verteilte Zufallsvariable Y beschrieben wer-
den. Im Folgenden werden nur Fulballspiele mit einer Dauer von 90 Minuten betrachtet,

das heifit es gibt keine Verlingerung, kein Elfmeterschiefen oder Ahnliches.

5. Welchen Wert nimmt der Parameter fiir die Verteilung von Y an?

Arbeiten Sie jetzt mit A\ = 3 weiter!

6. Mit welcher Wahrscheinlichkeit zeigt der Schiedsrichter in einem Spiel genau 2 Kar-

ten?

7. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Schiedsrichter im ersten Spiel mehr
als 2 Karten und im zweiten Spiel hochstens 3 Karten vergibt. Gehen Sie hierbei
davon aus, dass die Anzahl der Karten im ersten Spiel (Y;) unabhéngig von der

Anzahl der Karten im zweiten Spiel (Y3) ist.

8. Die Zufallsvariable W beschreibt die Wartezeit zwischen zwei Ereignissen in Minu-
ten. Nationalspieler Thomas Niiller hat gerade die gelbe Karte gesehen. Berechnen
Sie die Wahrscheinlichkeit, dass innerhalb der néchsten 10 Minuten ein beliebiger

Spieler die néchste Karte sieht.
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Der Trainer hat die Hypothese, dass all seine 23 Spieler eine Schussgeschwindigkeit haben,
deren Varianz nicht gréfler als 64 ist. Sie testen die Hypothese mit einem geeigneten
Hypothesentest, wobei die Irrtumswahrscheinlichkeit 5% betridgt. Dafiir betrachten Sie
die Schussgeschwindigkeiten der 23 Spieler X, X, ..., Xo3 als stochastisch unabhéngig,

identisch normalverteilt. Sie stellen folgende Hypothesen auf:

Hy: 0% <03 =64 gegen Hy : 0% > 0} = 64.

n

9. Zeigen Sie, dass die folgende Gleichung gilt: > (x; — 7,)* = Y. 27 — nZ2.
: e

7
i=1 1=

23
10. Bestimmen Sie die realisierte PriifgroBe, wenn fiir die Stichprobe > z? = 309570
i=1
und To3 = 116 gelten.

Verwenden Sie im Folgenden als Wert fiir die realisierte Priifgrole 5 und als
Wert fiir die kritische Schranke 40!

11. Treffen Sie die Testentscheidung und begriinden Sie diese.
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Schmierpapier zu Aufgabe 1
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Aufgabe 2

Nach der Uberschwemmung der Stadt P vor zwei Jahren versuchen Sie den Stadtrat vom

Erwerb eines mobilen Hochwasserschutzes zu iiberzeugen. Sei
H : ;Hohe des Hochwassers, falls der Fluss D sein Flussbett verlasst” [m].

Aus einer einfachen Stichprobe Hi, ..., Higo aus den letzten 100 Jahre haben Sie sich bereits

folgende Daten extrahiert:

100 100
> hy =102.30 und > h?=190.43.
i=1 =1

1. Was bedeutet ,erwartungstreu”?

2. Geben Sie einen erwartungstreuen Schétzer fiir die Varianz an und berechnen Sie

den zugehorigen Schétzwert.

3. Nennen Sie eine Eigenschaft eines Momenten-Schétzers.
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Sie wissen, dass
P(H <z)=1-—exp(—z) mit zugehoriger Dichtefunktion f(x) = exp(—z)
fir z > 0.

4. Der Stadtrat behauptet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass das Hochwasser die gén-

gigen Barrikaden iiberschreitet, sehr gering sei. Berechnen Sie

a) die Wahrscheinlichkeit, dass der Hochwasserstand genau 3 m betrégt,

b) die Wahrscheinlichkeit, dass der Hochwasserstand eine Barrikade von 1 m iiber-

schreitet,

c¢) die Wahrscheinlichkeit, dass der Hochwasserstand maximal 4 m betrégt, wenn

er die 3 m Marke bereits iiberschritten hat.

Sie drdngen den Stadtrat zu einer schnellen Entscheidung, da ihrer Meinung nach der

Fluss D im Mittel alle 5 Jahre eine Uberschwemmung verursacht. Sie wissen, dass
Z . Zeit zwischen zwei Uberschwemmungen in Jahren”

exponentialverteilt ist mit Parameter .

5. Geben Sie auf Grundlage der erhaltenen Informationen den Parameter A\ an.
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6. Markieren Sie den Median der Exponentialverteilung in der nachstehenden Graphik

eindeutig.

Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung

04 05 06 0.7
| | |

0.3

Fexp(l) (X)
02

0.1

00
|

Ein Mitglied des Stadtrates widerspricht Thnen und duflert die Vermutung, dass der Fluss

D seltener iiber die Ufer tritt. Sie betrachten hierzu eine einfache Stichprobe Zi, ..., Zs

20
mit | z; = 51.75.

=1

7. a) Geben Sie das theoretische und das realisierte rechtsseitige Konfidenzintervall

fiir den Parameter A\ zum Niveau 1 — a = 0.95 an.

b) Interpretieren Sie das realisierte Konfidenzintervall.
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8. Testen Sie nun auf dem 95%-Niveau Thre Vermutung gegen die Ihres Kontrahenten

in Form der Hypothesen

1

Hy: A< -= ) gegen Hl:)\>g

!
5

mit zugehoriger Priifgrofe
i=1

a) Berechnen Sie die realisierte Priifgroe to.

b) Berechnen Sie den p-Wert. Sollten Sie in Aufgabe 8a) keinen Wert er-

halten haben, verwenden Sie t;9 = 22.16.

c¢) Treffen Sie eine Testentscheidung und begriinden Sie diese in Form einer Ent-

scheidungsregel.
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Schmierpapier zu Aufgabe 2
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Aufgabe 3

Ihr Freund Kevin ist begeisterter Sportler. Sie besuchen Kevin bei seinem Training.

1. Zuerst beobachten Sie den Weitsprung. Nehmen Sie zunéchst an, dass beim Weitsprung-
Training im Allgemeinen die Ergebnisse der gesprungenen Weiten (Zufallsvariable
W) in  Meter unabhidngig und identisch normalverteilt sind  mit
W ~ N(u=6.37,0% = 0.04).

a) Berechnen Sie die Grenzen des zweifachen zentralen Schwankungsintervalls fir

die Sprungweite W.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt die gesprungene Weite eines Sportlers im

1.53-fachen zentralen Schwankungsintervall?

c¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit springt ihr Freund Kevin mindestens eine Weite

von 6.50 Metern?

Nun notieren Sie sich die gesprungenen Weiten (W) in Meter der ersten 10 Spriinge

von Kevin:

Sprungi [1 |2 [3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
w; 1630 | 6.29 | 651 | 6.22]6.49 | 6.27 | 6.46 | 6.18 | 6.40 | 6.36

d) Berechnen Sie die durchschnittliche gesprungene Weite der 10 beobachteten
Spriinge.

10
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e) Berechnen Sie die Spannweite der beobachteten gesprungenen Weiten.

2. Als néchstes wenden Sie sich dem Training im Sprint zu und beobachten 20 Sprinter.

Nehmen Sie an, die ,,Zeiten im 100m-Sprint [in Sekunden]” (X) sind normalverteilt

mit bekannter Varianz o2.

Es wird der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den unbekannten Parameter p ge-
sucht.

a) Zeigen Sie, dass die logarithmierte Likelihoodfunktion von p gegeben ist durch

In(L(p; X1, ..., X)) = —n In(ov27) — i M

/ 202
=1

b) Zeigen Sie, dass der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den unbekannten Para-

meter p lautet: fpg, =+ 30 X,

. . L 20
c¢) Berechnen Sie den Wert von fipsy,, wenn Sie wissen, dass ) |, z; = 179.

11
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d) Formulieren Sie in wenigen Worten die hinreichende Bedingung fiir das Vorlie-

gen eines globalen Maximums an der Stelle fiy/p.

Zum Abschluss seines heutigen Trainings macht Kevin noch ein paar Klimmziige. Sie

beobachten ihn und stellen fest, dass die Klimmzugstange schon sehr alt ist.

3. Nehmen Sie an, die Wahrscheinlichkeit, dass die Klimmzugstange zerbricht, sei bei
jedem einzelnen Klimmzug gleichbleibend p = ﬁ. Auflerdem besitze die Anzahl der
Klimmziige (Z) bevor die Klimmzugstange zerbricht folgende Wahrscheinlichkeits-

funktion:

fz(z) = p(1 —p)*.

a) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Stange bei Kevins erstem Klimm-

zug zerbricht?

b) Wie nennt sich die Verteilung von Z?

c) Wie viele Klimmziige sind zu erwarten, bevor die Klimmzugstange zerbricht?

12
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Schmierpapier zu Aufgabe 3
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Aufgabe 4

In Threm Workspace liegt ein bereits erstellter Dataframe MovieLense mit Daten aus
dem MovieLense 100 K Datensatz? vor, in welchem die Nutzerbewertungen von Filmen
aufgelistet sind. Weiterhin sind in ihm folgende Merkmale enthalten:

Merkmal Spaltenname
User ID: Identifikationsnummer des Users user_id
Filmtitel: Titel des bewerteten Films movie_title
Genre: Genre des bewerteten Films genre

Rating: Bewertung des Films (1 bis 5 Sterne) rating

Alter: Alter des Users age
Geschlecht: Geschlecht des Users gender

Beruf: Beruf(sgruppe) des Users occupation

Die folgende Grafik enthélt ein Tortendiagramm, welches erstellt wurde durch den Befehl:

> pie(table(MovieLense$occupation))

student o
scientist

Sq&weq"

programmer

technician

writer

other

administrator
none
marketing

artist
doctor librarian
[
hﬁ@%ﬁ{aker
educator healthcare

executive
engineer entertainment

https://github.com/JustinChu/STAT545A_MovieStats.git

14
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1. Welche Merkmalsauspriagung bildet den Modus des Merkmals Beruf? Ist die Mo-
dalhdufigkeit grofer, kleiner oder gleich 33%?7

Folgender R-Code (Code 1) wird nun in die Konsole eingegeben:
> str(MovieLense[,c("genre", "gender", "age", "rating")])

'data.frame': 212257 obs. of 4 variables:

$ genre : Factor w/ 18 levels "Action","Adventure",..: 4 5654455454 ...

$ gender: Factor w/ 2 levels "F","M": 2222222211 ...
$ age :int 24 24 15 15 47 47 49 49 49 49 ...
$ rating: int 2233223333 ...

> class(MovieLense$occupation)
[1] "factor"

> f = table(MovieLense$occupation)/length(MovieLense$occupation)
> ge = sum(f*(1-£))
> ge2 = 1-sum(£°2)

2. Geben Sie alle statistischen Kenngroflen an, welche durch Code 1 im Workspace

abgespeichert werden.

3. Lasst sich etwas iiber das Groflenverhéltnis zwischen ge und ge2 aussagen? (Kurze

Begriindung)

4. Geben Sie R-Befehle an, um die Lagemafle der Merkmale Alter, Geschlecht und
Rating zu erhalten, welche fiir die jeweiligen Merkmalstypen am besten geeignet

sind.

15
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Sie werden nun beauftragt das Rating-Verhalten fiir gewisse Zielgruppen zu analysieren.

5. Geben Sie den R-Code an, um sich ausschiefllich Berufe der User anzeigen zu lassen,

welche Filme des Genres Action bewertet haben.

6. Mit welchem R-Code kénnen Sie sich den Teildatensatz anzeigen lassen, der lediglich

die Zielgruppe der 18 bis 30-jahrigen User enthélt?

100 neue User aus der gleichen Grundgesamtheit mochten ebenfalls Filme bewerten. Be-
vor sie das konnen, sollen sie an einer Umfrage teilnehmen, bei der u.A. das Merkmal
Geschlecht abgefragt wird. Die Antworten wurden mit den Zahlen 0’ fiir die Auspra-
gung mdnnlich und ’1’ fiir die Ausprigung weiblich codiert und liegen bereits als Vektor

geschlecht im Workspace vor. Folgender Befehl wird in die Konsole eingegeben:

> class(geschlecht)
[1] "character"

7. Geben Sie den R-Code an, mit dem Sie die notwendige Transformation des Vektors

geschlecht durchfiihren kénnen.

Die nétige Transformation sei nun durchgefiihrt. Es folgen die Befehle (Code 2):

> p0 = 0.25
> c(qnorm(0.17) ,qnorm(0.085,mean (geschlecht) ,sd(geschlecht)),qnorm(0.085))

[1] -0.9541653 -0.3392219 -1.3722038
> sqrt(length(geschlecht))* (mean(geschlecht)-p0)/sqrt (p0*(1-p0))
[1] 0.6928203

16
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8.

9.

10.

Verwenden Sie Code 2 um (approximativ) die Hypothese fiir den Anteilswert
Hy : p > py = 0.25 bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von o« = 17% unter An-

gabe der notwendigen Zwischenschritte zu testen.

Formulieren Sie in wenigen Worten die Vermutung, welche zu dem Hypothesenpaar

in Teilaufgabe 8. fiihrt.

Der p-Wert des Tests aus Teilaufgabe 8. fiir eine Stichprobe (z1, ..., z,,) wird mit der

Funktion

Tn — Po
P | Vn———
( po(1 — po))
berechnet. Vervollstindigen Sie den nachstehenden R-Code, damit die Funktion

p.value zur Berechnung des p-Wertes fiir die Stichprobe geschlecht verwendet

werden kann.

p.value = function(geschlecht,pO,n){

17
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Schmierpapier zu Aufgabe 4
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Losung Klausur WS1516 (10 ECTS)

Losung 1

1) Nominalskala

2) 81174 -1.02-0.98 = 81141.5304

36000 - 81174 + 32200 - 66352

— 34200.
3) 81174 + 66352 312908958
350 -+ 400
gy 22000 559353
B
5) A= 45

6) P(Y; =2) =0.2240

7) P(Y; > 2)P(Ys < 3) = (1 — 0.4232) - 0.6472 = 0.3733

8) Frup(10; ) =1 — exp(—3 - 10) = 0.2835

n n n n n n
9) S(w; —T,)? = > a? — 221’1%”—1-2@21 = 27 —2nT2 +nT2 = > a?
' =1 i=1 i=1 =1

=1 7 =1

= QTLEn = nf?l

L@ =T 00500 931167
10) f,=
op 64

= 1.2813

11) Lehne Hj nicht ab, da PG < KS (PG nicht im KB).

0.5P

0.5P

1.0P

1.0P

05P

0.5P

1.5 P

1.5 P

—n7%2 1.0 P

1.0P

1.0P
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Losung 2

1. Der Erwartungswert des Schétzers entspricht dem wahren Parameterwert. 0.5 P

— 1 =n _ 72 100 { 190.43 102.30 2

2. Var(H) = H,—H,)? = H? — et _ _
ar(H) = 2—=7 2! )= n—l( Z ”) 99(100 (100))
0.8664 1.5P

3. nicht eindeutig; asymptotisch erwartungstreu; MSE-konsistent;

asymptotisch normalverteilt 0.5 P
4. a) P(H=3)=0 0.5P
b) PBH>1)=1-PH<1)=1-(1-¢1)=e1=0.3679 1P
c) P(H <4|H > 3) = Frgpy(1) = 1 — exp{—1} = 0.6321 1P
PB<H<4)  Frop)(4) = Fonp)(3)
oder: P(H < 4|H > 3) = = = 0.6321
( - | ) P(H > 3) 1-— FE:pp(l)(3)
1
5. A=-=02 0.5 P
5
6. Der Median entspricht dem 50%-Quantil der Verteilung: 0.5 P
S e
X
Xoo X6.05:40 26.51
7. = = | == = |—— = [0.2561 ; 1.5 P
) {an ’ OO) [2 5175 OO) [103.5 ’ OO) [ o)

b) In 95 von 100 Féllen liegt der wahre Parameter im real. Konfidenzintervall.
oder

Mit einer Vertrauenswiirdigkeit von 95% liegt der Parameter im realisierten

Konfidenzintervall 05P

1
8. a) t20:2-5-51.75:20.7 05P
b) p=P(Ty < ty) = P(Tn <20.7) = 0.005 = 0.5% 05 P

(p=P(Ty < ty) = P(Ty < 22.16) = 1%

2
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¢) p=0.005(0.1) < 0.05 = «
= Nullhypothese kann auf dem 5%-Niveau abgelehnt werden,
oder
Ao = 0.2 liegt nicht im realisierten Konfidenzintervall, daher kann die Null-
hypothese abgelehnt werden,
oder
tyo = 20.7 < 26.51 = X§ 540 = XZson, daher kann die Null- hypothese abgelehnt

werden. 1P
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Losung 3
1. a) [ty — 2 0k o — 2 - 0]
= [6.37 — 2 -1/0.04;6.37 4+ 2 - v/0.04] = [5.97;6.77] 1.0P
b) ®(1.53) — B(—1.53) = 2-0.9370 — 1 = 0.8740 1.0 P
) P(W > 6.50) = 1 — p(Wtw) 650 mw)y
(W—pw) _ (650-6.37)+ u
1 — p(Wotw) ¢ GH05T)) _ 3 (0.65) = 1 — 0.7422 = 0.2578 1.5 P
d) @, = 6.3480 0.5 P
e) Spannweite = 6.51 — 6.18 = 0.33 05P
2. a) Likelihoodfunktion:
—(zi—p)?
L= H?Zl \/2;02 exp{ (20211) }
Log-Likelihoodfunktion:
In(L) = n (1) —n In(ov2m) - (0, 5t
— —n In(o/27) — Y0, Eow” 1.5 P
b) 1. Ableiten: maZL ; Z?:ljfi_“) 0.5 P
2. Gleich 0 setzen: iy, =+ 30 | 05P
c) L& = 8.95[sec] 0.5 P
d) Die zweite Ableitung der (logarithmierten) Likelihoodfunktion muss an der
Stelle des ML-Schétzers jip;;, negativ sein. 05P+05P
3. a) fz(z) =35 =0.0233 0.5P
b) Geometrische Verteilung 05P
¢) E[Z] = 42 0.5 P
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Losung 4
1. Student mit Haufigkeit kleiner als 33% 05P+4+05P
2. Relative Héaufigkeiten des Mermals occupation, Gini Entropie (ge und ge2)
05P+05P
3. Ja — identisch, da lediglich alternative Berechnung 05P+4+05P
4. mean(MovieLense$age), which.max(table(MovieLense$gender)) und
quantile(MovieLense$rating,0.5,type = 1) 05P+05P+05P
5. MovieLense[MovieLense$genre == "Action","occupation"]
1 P (-0.5 P pro Fehler)
6. MovieLense[MovieLense$age > 17 & MovieLense$age < 31,]
1 P (-0.5 P pro Fehler)
7. geschlecht = as.numeric(geschlecht) 0.5P
8. t, = 0.6928203 £ —0.9541653 = —\gs3, Hy ablehnen bei o = 0.17%
05P+05P+05P
9. Anteil an weiblichen Benutzern ist geringer als 25%. 0.5 P
10. p.value = function(geschlecht,pO,n){

pnorm(sqrt (n) * (mean(geschlecht)-p0)/sqrt (p0*(1-p0)))

0.5 P (pnorm()) + 0.5 P korrekt
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