7.5 ECTS

Aufgabe 1

Bei einer Polizeikontrolle werden die erfassten Fahrzeuge unter anderem auf die Merkmale
,Fahrzeugtyp” (Motorrad(MR), PKW oder LKW) und ,Geschlecht des Fahrzeugfiihrers”

3

(Ménnlich(M) oder Weiblich(F)) untersucht.

1. Um welchen Merkmalstyp handelt es sich beim Merkmal ,Fahrzeugtyp”™ Welche

Skalierung ist fiir diesen Merkmalstyp sinnvoll?

2. Vervollstéindigen Sie die Tabelle der relativen Héufigkeiten (f(-)).

MR PKW LKW by
M 0.11 0.04 0.7
F 0.01
by 0.15 0.8 1

3. Interpretieren Sie die relative Haufigkeit f(M|MR) ~ 0.73.

4. Nennen und bestimmen Sie ein geeignetes Lagemaf fiir das Merkmal ,Fahrzeugtyp”.
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5. Nehmen Sie auf Grundlage der Tabelle aus Teilaufgabe 2. zu folgenden Aussagen
Stellung und begriinden Sie diese:

a) Mehr als 30% der kontrollierten ménnlichen Fahrer fahren Motorrad.

b) Weniger als 60% der kontrollierten Fahrer sind ménnlich und fahren PKW oder
LKW.

¢) Der Anteil der Frauen unter den kontrollierten LKW-Fahrern ist grofer als der

Anteil der LKW-Fahrer unter den kontrollierten Mannern.

Laut Kraftfahrtbundesamt! waren in Deutschland 2014 71% der Motorradfahrer, 50% der
PKW-Fahrer und 64% der LKW-Fahrer méannlich.

Unter der Annahme, dass es nur die drei Fahrzeugtypen ,,Motorrad” (MR),
»PKW” und ,,LKW?” gibt, sind auferdem folgende Wahrscheinlichkeiten bekannt:

P(MR) = 8% P(PKW) = 87%

! http://www.kba.de/DE/Statistik /Kraftfahrer /Fahrerlaubnisse/Fahrerlaubnisbestand /fahrerlaubnisbestand node.html
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6. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fahrer ménnlich ist, d.h. P(M).

Seien

X o ,Anzahl der ménnlichen Fahrer”

Xp: ,Anzahl der weiblichen Fahrer”
sowie

Y; : ,Anzahl der Fahrer eines Fahrzeugs vom Typ ¢”
mit ¢ € {,PKW”, MR”, ,LKW”}

7. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

a) unter 2 Motorrad-Fahrern und 3 LKW-Fahrern mindestens ein Fahrer ménnlich
iSt, d.h. P(XM Z 1|YMR = 27YLKW = 3),

b) unter 5 PKW-Fahrern hichstens zwei Fahrer weiblich sind,
d.h. P(Xp <2|Ypxw = 5).
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Schmierpapier zu Aufgabe 1
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Aufgabe 2

Es wurde die Korpergrofe von 8 zufillig ausgewédhlten Ehepaaren erhoben und in der

folgenden Tabelle aufgeschrieben.

Ehepaar ¢« Korpergrofe m; Korpergrofke f;

des Ehemanns der Ehefrau
(in cm) (in cm)
1 176 174
2 181 160
3 171 170
4 168 173
5 165
6 181 168
7 182 180
8 169 171

Mit den vorliegenden Daten soll die Vermutung getestet werden, dass Eheménner im
Mittel grofer als ihre Ehefrauen sind. Fassen Sie die Eintrége in obiger Tabelle als Reali-

sationen einer Zufallsstichprobe mit den Zufallsvariablen
M; :  Korpergrofe des i-ten Ehemanns” und F; :  Korpergrofe der i-ten Ehefrau”

auf.

Realisierte Statistiken, die Sie bitte im Folgenden verwenden, sind mg = 176.5000,
fs =170.1250, 5%, = 40.8571, s2 = 36.4107, sp;p = —10.2143.

1. Bestimmen Sie die Grofe des fiinften Ehemanns (m;) in cm.

2. Berechnen Sie den Stichprobenkorrelationskoeffizienten rp.
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3. Die Stichprobenvarianz von D = M — F wird gegeben durch

n

s7, = ! Z((mi_fi>_(m”_?n))2'

i=1

Zeigen Sie folgende Gleichheit:
> i (my — M) i > i (fi — Ia)° - 22?:1(7”2‘ — M) (fi — ?n)

n—1 n—1 n—1

2 _
SD_

4. Fiihren Sie einen Mittelwertdifferenzentest fiir verbundene normalverteilte Stichpro-

ben zum Niveau 1 — a = 0.9 durch. Das Hypothesenpaar lautet:
Ho: py < pp o gegen Hy:opy > pip

a) Berechnen Sie fiir D = M — F die Stichprobenvarianz s%,.

Verwenden Sie im Folgenden s, = 100, auch wenn Sie in Teilaufgabe 4a) einen

anderen Wert herausbekommen haben.

b) Berechnen Sie die realisierte Priifgrofe t,,.
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c) Geben Sie die realisierte Untergrenze des einseitigen Konfidenzintervalls an,

das dem Test zugehorig ist.

Verwenden Sie im Folgenden die Untergrenze 1.23, auch wenn Sie in Teilauf-

gabe 4c) einen anderen Wert herausbekommen haben.

d) Treffen Sie die Testentscheidung basierend auf dem Konfidenzintervall.

e) Wie lautet die Testentscheidung, wenn das Hypothesenpaar zu
Ho: py <pp+1 gegen Hy: ppy > pp+1

gedndert wird?

f) Wird das Niveau geéndert, dndert sich die Lénge eines Konfidenzintervalls.

Wird es lianger oder kiirzer, wenn o vergrofert wird?

5. Der Schiatzwert fiir das dritte standardisierte Moment der Verteilung von D betriagt
ps = 0.4511.

a) Interpretieren Sie diesen Wert.

b) Wenn M und F bivariat normalverteilt sind, ist D = M — F' ebenfalls normal-

verteilt. Welches Schiefeverhalten weisen Normalverteilungen auf?
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6. Es wird ein weiteres Vorgehen vorgeschlagen: Stammen die Gréfen von Ménner und
Frauen alle aus derselben Grundgesamtheit und finden Paare unabhéngig von der

Korpergrofke zueinander, dann sind die Zufallsvariablen

G — 1 falls der i-te Ehemanns grofer ist, als seine Frau
' 0  falls der i-te Ehemanns nicht grofser ist, als seine Frau

jeweils Bernoulli-verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = 0.5. Dariiber hinaus sind

diese Zufallsvariablen voneinander unabhéingig.

a) Geben Sie die vollstindig spezifizierte Verteilung der Zufallsvariablen Z =
Z?:l Gl an.

b) Berechnen Sie die Realisation von Z. Gehen Sie davon aus, dass ms > fs,

unabhingig von den Berechnungen in Teilaufgabe 1.

7. a) Eine faire Miinze wird 8 Mal geworfen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass diese genau 2 Mal Kopf zeigt?

b) Eine faire Miinze wird 8 Mal geworfen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass diese hochstens 2 Mal Kopf zeigt?



7.5 ECTS

Schmierpapier zu Aufgabe 2




7.5 ECTS

Aufgabe 3

Laut offizieller FIFA-Statistik erzielte die deutsche Fuftballnationalmannschaft in den letz-
ten 10 Spielen durchschnittlich 2.2 Tore pro Spiel, wobei im Mittel 0.5 Tore in der ersten

Halfte des Spiels erzielt wurden. Im Folgenden seien
X;: ,Anzahl der in Halbzeit i geschossenen Tore”

mit ¢ = 1,2. Weiter sei angenommen, dass die X; unabhéngig poissonverteilt mit Para-
meter \; fiir i = 1, 2 ist.

Dann ist
Z: ,Anzahl der geschossenen Tore in einem Spiel”
mit Z = X; + X, ebenfalls poissonverteilt mit Parameter Ay = A\ + Ao.

1. Geben Sie die geschitzten Parameter \j, Ay sowie Ay auf Grundlage der letzten 10

Spiele an.
Verwenden Sie fiir alle nachfolgenden Teilaufgaben \; = 1.5, Ay = 1 sowie
Az =25

2. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Deutschland in der zweiten Halbzeit des

nichsten Landerspiels kein Tor erzielt?

3. a) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Deutschland im néchsten Spiel mehr

als zwei Tore erzielt?

10
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b) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Deutschland in der ersten Halbzeit

mindestens ein Tor, aber nicht mehr als vier Tore schieft?

4.) Mittels eines approximativen Tests soll
Hy: Az =3gegen Hy: \y # 3

auf einem Signifikanzniveau von 10% getestet werden, d.h. die Teststatistik

Ly — A
T, = \/ﬁu wird als approximativ standardnormalverteilt angenommen.

Vo

a) Berechnen Sie die zugehorige Teststatistik.
Beachten Sie, dass ein konsistenter Schitzer fiir den Parameter N\, durch Z,

gegeben ist. Verwenden Sie im Folgenden Zyg = 2.5

b) Geben Sie den kritischen Bereich des Tests sowie Thre Testentscheidung an.

¢) Berechnen Sie fiir den approximativen Test den p-Wert. Gehen Sie hierbei von
einem realisierten Wert der Teststatistik von 1.48 aus (auch wenn Sie in

Teilaufgabe 4a) einen anderen Wert herausbekommen haben).

11
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Sollten Sie aus Teilaufgabe 4c) kein Ergebnis vorliegen haben, so verwen-

den Sie im Folgenden einen p-Wert von 0.13

d) Féllen Sie Thre Testentscheidung auf Basis des p-Werts aus Teilaufgabe 4c).

e) Geben Sie das groktmogliche Signifikanzniveau an, fiir welches Sie in Teilauf-

gabe 4d) die Nullhypothese nicht ablehnen kénnen?

5. Die deutsche Fufballnationalmannschaft wurde in der Vergangenheit oft fiir ihre
schlechte Chancenauswertung kritisiert. Die geometrische Verteilung kann z.B. dazu
herangezogen werden, um die Anzahl der vergebenen Torchancen bis zum ersten Tor

zu modellieren.

Die Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion fx, und die kumulative Verteilungsfunktion

F'x der geometrischen Verteilung lauten:

fx(@p)=p-(1-p)°, (1)
Fx(z;p)=1-(1-p)", (2)

fiir x = 0,1, 2..., wobei der Parameter p die Wahrscheinlichkeit eines Erfolgs misst.

12
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a) Zeigen Sie, dass die Loglikelihoodfunktion der geometrischen Verteilung folgen-

de Form besitzt:

=0

b) Leiten Sie den Maximum-Likelihood Schétzer fiir den Parameter p der geome-

trischen Verteilung her und geben Sie den Schitzwert an.

13
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Ihnen sei nun bekannt, dass die deutsche Mannschaft in der Vergangenheit durch-
schnittlich 5.5 Torversuche pro Spiel benétigte bis zum ersten Mal ein Tor erzielt
wurde. (Sollte Ihnen aus Teilaufgabe 5b) kein Ergebnis vorliegen, verwenden Sie

nachfolgend pyr, = 0.17)

¢) Wie hoch ist dann die geschitzte Wahrscheinlichkeit, dass beim vierten Tor-

schuss das erste Tor erzielt wird?

d) Wie hoch ist die geschitzte Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei aber we-

niger als sieben Torschiisse bis zum ersten Tor benétigt werden?

14
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Schmierpapier zu Aufgabe 3
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Aufgabe 4

Die beiden Fuftballfans A und B haben nun schon drei Lokalitdten zum WM-Spiel-Schauen
ausgetestet. Da es in der Woche vor den ersten Spielen viel geregnet hatte, waren viele
Stechmiicken unterwegs. A und B wollen Untersuchungen beziiglich der Miickenstiche, die
sie an den drei Lokalitdten (X, Y oder Z) abbekommen haben durchfiihren.

1. Welchen Merkmalstyp hat das Merkmal Gréfle der Miickenstiche mit den Auspri-
gungen klein (2 Beobachtungen), mittel (2 Beobachtungen) und groff (8 Beobach-

tungen)?

2. Geben Sie das Lagemaf fiir das Merkmal Grifie der Miickenstiche aus Teilaufgabe 1.

an, welches zu dessen Skalentyp passt.

Im Folgenden soll nun untersucht werden, ob die Wahl der Lokalitdt einen Einfluss auf
die Anzahl der Stiche bei A und B hat. Dazu haben beide die erhaltenen Stiche in jeder
Lokalitéat gezéhlt und folgende Tabelle erstellt:

Lokalitat
X Y Z|X
2 0 3|5
Fuftballfan
4 2 117
16 2 4112

3. Berechnen Sie die Anzahl von Beobachtungen, die sich bei Unabhéngigkeit der Merk-
male Lokalitat und Fufballfan ergeben wiirden und tragen Sie diese in folgende

Tabelle ein

Lokalitat
X Y A ¥
Fuftballfan
7
hM 6 2 4 12

16
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Gehen Sie unabhingig von den bisherigen Ergebnissen ab sofort von folgender

Indifferenztabelle aus:
Lokalitat
X Y A pM

* * *
ny =2 np=1 njz=2

Fufballfan

D) 6 2 4 12

4. Berechnen Sie die mittlere quadratische Kontingenz ¢? der beiden Merkmale Loka-
litat und Fufballfan.

5. Geben Sie allgemein fiir Kontingenztabellen der vorliegenden Dimensionen die kleins-

te obere und die gréfte untere Schranke fiir ¢? an.

Gehen Sie unabhiingig von bisherigen Ergebnissen ab sofort von ¢? = 0.5367

aus.

6. Berechnen Sie Cramers V!

7. Geben Sie allgemein die kleinste obere und die grofite untere Schranke fiir Cramers
V an.

17
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8. Welchen Wert wiirden die Groken ¢? und V jeweils bei Unabhiingigkeit der beiden
Merkmale Lokalitdt und Fufballfan annehmen?

Eigentlich ist die Anzahl der Beobachtungen zu gering um asymptotische Tests
durchfiihren zu konnen. Gehen Sie im Folgenden dennoch davon aus, dass fiir
die obige Kontingenztabelle die Grofe n¢? niherungsweise \? -verteilt ist mit

2 Freiheitsgraden.

9. Wie lautet der kritische Bereich fiir n¢?, der zum Hypothesenpaar

Hy : Merkmale Lokalitit und Fufsballfan sind stochastisch unabhéngig
H, : Merkmale Lokalitdt und Fufsballfan sind nicht stochastisch unabhéngig

mit Irrtumswahrscheinlichkeit o = 10% gehort?

10. Berechnen Sie den p-Wert fiir eine Realisation der Teststatistik aus Teilaufgabe 9.
von ¢? = 0.5367 .

Gehen Sie unabhiingig von den bisherigen Ergebnissen ab sofort von einem p-
Wert von 0.12 aus.

11. Treffen Sie eine Testentscheidung anhand des p-Werts.

18



7.5 ECTS

Schmierpapier zu Aufgabe 4
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Losung Klausur SS14 (7.5ECTS)

Aufgabe 1

1. qualitatives Merkmal (ungeordnet kategorial)v’, Nominalskalav’ (0.5P+0.5P)

MR | PKW | LKW | X
M | 0.11| 0.55 0.04 | 0.7

2. v'V'+ Rechenweg v/ (1P+0.5P)
F 10.04| 0.25 0.01 | 0.3

¥ 1015] 0.8 0.05 1

3. Der Anteil der ménnlichen Fahrer unter den Motorradfahrern betrigt ca. (0.5P)

73% v
4. Modus v'mit z,,,g =PKWV (0.5P+0.5P)
5. a) f(MR|M)="%1v~15.71% # 30% = falschv’ (1P)

b) f(MNPEKW)+ f(MNLKW) =055+ 0.04 =059 = richtig" (1P)
¢) f(FILKW) = 331 = 20%v S(LKW|M) = %% = 0.0571v
= richtig (1P)

6. P(M) = P(M|MR)-P(MR)+P(M|PKW)-P(PKW)+P(M|LKW)-P(LKW)v =
0.71-0.08 + 0.5 - 0.87 + 0.64 - 0.05 = 0.5238v" (0.5P+0.5P)

=1—(2)-0.71°-0.292- (}) - 0.64° - 0.36> = 1 — 0.0039 = 0.9961v v’

+P(Xp =2Yprw =5) = ()0.5° + (5)0.5° + (3)0.5° = 0.5v' v/
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Aufgabe 2
1. x5 =176.5%8 — (176 + 181 + ... 4+ 169) = v/
= 1412 — 1228 = 184 v/ (1P)
2. rarp = —0.2648 v (0.5P)
3.
Sr = > (=)~ (Fi~ 1)’
i=1
= S (- + (= TP = 2 me— ) (- 7))
_ Thm-m)t | S (- T)" X (=) (i~ )
n—1 n—1 n—1
(1P)
4. a) S =97.6964 v (0.5P)
b) ¢, = 1.8031 v/ (0.5P)
c) dy7) = 1415 v
6.375 — 1.415%300 — 1.3722. v/ (1P)
d) 0¢ [1.23, o) = Nullhypothese ablehnenv’ (0.5P)
e) 1¢[1.23, co) = Nullhypothese ablehnen.v’ (0.5P)
f) kiirzer v/ (0.5P)
5. a) Die Verteilung von D scheint rechtsschief v'zu sein. (0.5P)
b) Symmetrie v’ (0.5P)
6. a) Binomialverteilung v'mit n =8 v'und p = 0.5 v/ (1.5P)
b) 6 v (0.5P)
7. a) 0.1094 v (0.5P)
b) 0.1445 v (0.5P)
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Aufgabe 3

1.

2.

a)

)\Z - 22, )\1 = 05, )\2 == )\Z - /\1 - 17 \/
P(X5=0;) =1.0) =0.3679 v/
P(Z>2X07=25)=1—P(Z <2,z =25) vV
=1-0.5438 = 0.4562 v
PI<X, <4\ =15V
= 0.9814 — 0.2231 = 0.7582 v
— 2.5-3
= ‘m V3

Verwerfe Hy, falls 0.9128 > A\j_, /2 = 1.6448 v
= Hj nicht ablehnen.v

=0.9128 v

pw=2-P(r>148) v
=2-(1—-P(r<1.48)) =0.1388 v
pw £ 0.1 = Hy nicht ablehnen.v’

(0.5P)

(0.5P)

(1P)

(1P)

(0.5P)

(1P)

(1P)
(0.5P)

Hy gerade nicht ablehnen fiir o = 0.1388 (alternativ: « = 0.13).v" (0.5P)

fx(z;p)=p-(1—p)*, >0,

LL(p; w1,y w) = In(TTg p - (1 = p)™) = In (p"(1 — p)=*)
=n-log(p) +log(l —p)- 2o wi v

OLL _n _ Xime®i _ () s

Op P 1-p
Spur=01+7,)"' Vv

Hier: parp = (14 5.5)71 = 0.1538 v/

fx(X =3;p=Duz) = 0.1538 - (1 — 0.1538)% = 0.0932 v/
(oder fx(X =3;p=0.17) = 0.0972)
Fx(z;p)=1-(1—-p)* = >0,

P(2 < X < T;pur = 0.1538) = Fx(6) — Fx(1) v

= 0.4791 v

(oder P(2 < X < 7;p=0.17) = 0.5031)

(0.5P)

(1P)

(1P)

(1P)
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Aufgabe 4
1. Komparatives Merkmal (0.5P)
2. median( Grifle ) = groff (0.5P + 0.5P)

3. Indifferenztabelle:

Lokalitat
X Y A )y
Fubballfan ni; = 2.5 nj, =0.8333 nj; = 1.6667

Ny = 3.5 Ny = 1.1667 n3s =2.3333 | 7

)y 6 2 4 12
(2P)
4. ¢* =0.1944 (1.5P)
5. 0 < ¢? <min{k — 1,1 — 1} entspricht 0 < ¢? < 1 (0.5P)

6.
2
V= \/min{k f Li—1y 0T

(0.5P)
7.0<V <1 (0.5P)
8. Beide den Wert 0 (0.5P + 0.5P)
9. ne* > ¢y2(2)09 = 4.61 (1P)
10. p-Wert 0.04 (1P)
11. p-Wert nicht kleiner als Irrtumswahrscheinlichkeit, Hy nicht ablehnen. (0.5P)
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Aufgabe 1

Bei einer Polizeikontrolle werden die erfassten Fahrzeuge unter anderem auf die Merkmale
LFahrzeugtyp” (Motorrad(MR), PKW oder LKW) und ,Geschlecht des Fahrzeugfiihrers”
(Ménnlich(M) oder Weiblich(F)) untersucht.

1. Um welchen Merkmalstyp handelt es sich beim Merkmal ,Fahrzeugtyp”™ Welche

Skalierung ist fiir diesen Merkmalstyp sinnvoll?

2. Vervollstidndigen Sie die Tabelle der relativen Haufigkeiten (f(+)).

MR PKW LKW by
M 0.11 0.04 0.7
F 0.01
by 0.15 0.8 1

3. Interpretieren Sie die relative Haufigkeit f(M|MR) ~ 0.73.

4. Nennen und bestimmen Sie ein geeignetes Lagemal fiir das Merkmal ,,Fahrzeugtyp”.
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5. Nehmen Sie auf Grundlage der Tabelle aus Teilaufgabe 2. zu folgenden Aussagen
Stellung und begriinden Sie diese:

a) Mehr als 30% der kontrollierten ménnlichen Fahrer fahren Motorrad.

b) Weniger als 60% der kontrollierten Fahrer sind ménnlich und fahren PKW oder
LKW.

¢) Der Anteil der Frauen unter den kontrollierten LKW-Fahrern ist grofer als der

Anteil der LKW-Fahrer unter den kontrollierten Mannern.

Laut Kraftfahrtbundesamt' waren in Deutschland 2014 71% der Motorradfahrer, 50% der
PKW-Fahrer und 64% der LKW-Fahrer ménnlich.

Unter der Annahme, dass es nur die drei Fahrzeugtypen ,,Motorrad” (MR),
»PKW?” und ,,LKW?” gibt, sind aufserdem folgende Wahrscheinlichkeiten bekannt:

P(MR) = 8% P(PKW) = 87%

! http://www.kba.de/DE/Statistik/Kraftfahrer /Fahrerlaubnisse /Fahrerlaubnisbestand /fahrerlaubnisbestand node.html
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6. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fahrer ménnlich ist, d.h. P(M).

Selen

X o ,Anzahl der mannlichen Fahrer”

Xr: ,Anzahl der weiblichen Fahrer”
sowie

Y; : ,Anzahl der Fahrer eines Fahrzeugs vom Typ ¢”
mit ¢ € {,PKW” MR” LKW"}

7. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

a) unter 2 Motorrad-Fahrern und 3 LKW-Fahrern mindestens ein Fahrer ménnlich
iSt, d.h. P(XM Z 1|YZWR = 2aYLKW = 3),

b) unter 5 PKW-Fahrern hochstens zwei Fahrer weiblich sind,
d.h. P(Xp < 2|Ypgw = 5).
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Aufgabe 2

Es wurde die Korpergrofse von 8 zufillig ausgewédhlten Ehepaaren erhoben und in der

folgenden Tabelle aufgeschrieben.

Ehepaar ¢ Korpergroke m; Korpergrofe f;

des Ehemanns der Ehefrau
(in cm) (in cm)
1 176 174
2 181 160
3 171 170
4 168 173
5 165
6 181 168
7 182 180
8 169 171

Mit den vorliegenden Daten soll die Vermutung getestet werden, dass Ehemé&nner im
Mittel grofer als ihre Ehefrauen sind. Fassen Sie die Eintrage in obiger Tabelle als Reali-

sationen einer Zufallsstichprobe mit den Zufallsvariablen
M; : Korpergrofe des i-ten Ehemanns” und Fj : , Korpergrofse der i-ten Ehefrau”

auf.
Realisierte Statistiken, die Sie bitte im Folgenden verwenden, sind mg = 176.5000,
fg = 170.1250, 52, = 40.8571, s% = 36.4107, spr = —10.2143.

1. Bestimmen Sie die Grofe des fiinften Ehemanns (m;) in cm.

2. Berechnen Sie den Stichprobenkorrelationskoeffizienten ;.
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3. Die Stichprobenvarianz von D = M — F wird gegeben durch

n

S (mi— ) = (@~ 1))

i=1

1

2 _
Sp =

Zeigen Sie folgende Gleichheit:

i (mi —m,)? I Do (fi = 12)? _ 22?:1(7”2‘ —my)(fi — fn>'

n—1 n—1 n—1

2 _
Sp =

4. Fiihren Sie einen Mittelwertdifferenzentest fiir verbundene normalverteilte Stichpro-

ben zum Niveau 1 — a = 0.9 durch. Das Hypothesenpaar lautet:
Ho: pyv < proogegen Hiy:opa > pp

a) Berechnen Sie fiir D = M — F' die Stichprobenvarianz s3,.

Verwenden Sie im Folgenden s% = 100, auch wenn Sie in Teilaufgabe 4a) einen

anderen Wert herausbekommen haben.

b) Berechnen Sie die realisierte Priifgrofe t,,.
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c) Geben Sie die realisierte Untergrenze des einseitigen Konfidenzintervalls an,

das dem Test zugehorig ist.

Verwenden Sie im Folgenden die Untergrenze 1.23, auch wenn Sie in Teilauf-

gabe 4c) einen anderen Wert herausbekommen haben.

d) Treffen Sie die Testentscheidung basierend auf dem Konfidenzintervall.

e) Wie lautet die Testentscheidung, wenn das Hypothesenpaar zu
Ho: py <pp+1 gegen Hy: ppy > pp+1

gedndert wird?

f) Wird das Niveau gefindert, dndert sich die Linge eines Konfidenzintervalls.

Wird es ldnger oder kiirzer, wenn o« vergrofert wird?

5. Der Schitzwert fiir das dritte standardisierte Moment der Verteilung von D betrigt

a) Interpretieren Sie diesen Wert.

b) Wenn M und F bivariat normalverteilt sind, ist D = M — F ebenfalls normal-

verteilt. Welches Schiefeverhalten weisen Normalverteilungen auf?
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6. Es wird ein weiteres Vorgehen vorgeschlagen: Stammen die Grofsen von Manner und
Frauen alle aus derselben Grundgesamtheit und finden Paare unabhéngig von der

Korpergrofe zueinander, dann sind die Zufallsvariablen

_ ) 1 falls der i-te Ehemanns grofer ist, als seine Frau
' 0  falls der i-te Ehemanns nicht grofer ist, als seine Frau

jeweils Bernoulli-verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = 0.5. Dariiber hinaus sind

diese Zufallsvariablen voneinander unabhingig.

a) Geben Sie die vollstindig sperzifizierte Verteilung der Zufallsvariablen Z =
Z?:l Gz an.

b) Berechnen Sie die Realisation von Z. Gehen Sie davon aus, dass ms > fs,

unabhingig von den Berechnungen in Teilaufgabe 1.

7. a) Eine faire Miinze wird 8 Mal geworfen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass diese genau 2 Mal Kopf zeigt?

b) Eine faire Miinze wird 8 Mal geworfen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass diese hochstens 2 Mal Kopf zeigt?
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Aufgabe 3

Laut offizieller FIFA-Statistik erzielte die deutsche Fuftballnationalmannschaft in den letz-
ten 10 Spielen durchschnittlich 2.2 Tore pro Spiel, wobei im Mittel 0.5 Tore in der ersten

Halfte des Spiels erzielt wurden. Im Folgenden seien
X;: ,Anzahl der in Halbzeit 7 geschossenen Tore”

mit ¢ = 1,2. Weiter sei angenommen, dass die X; unabhdngig poissonverteilt mit Para-
meter \; fiir ¢+ = 1,2 ist.

Dann ist
7 ,Anzahl der geschossenen Tore in einem Spiel”
mit Z = X; + X, ebenfalls poissonverteilt mit Parameter Az = \; + \s.

1. Geben Sie die geschétzten Parameter Ay, Ay sowie Az auf Grundlage der letzten 10

Spiele an.
Verwenden Sie fiir alle nachfolgenden Teilaufgaben \; = 1.5, A = 1 sowie
Ay =2.5

2. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Deutschland in der zweiten Halbzeit des

néichsten Landerspiels kein Tor erzielt?

3. a) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Deutschland im néchsten Spiel mehr

als zwei Tore erzielt?

10
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b) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Deutschland in der ersten Halbzeit

mindestens ein Tor, aber nicht mehr als vier Tore schieft?

4.) Mittels eines approximativen Tests soll
Hy: Az =3gegen Hy: \y # 3

auf einem Signifikanzniveau von 10% getestet werden, d.h. die Teststatistik

Zn—Xo . . .
T, = \/HTO wird als approximativ standardnormalverteilt angenommen.
0
a) Berechnen Sie die zugehorige Teststatistik.
Beachten Sie, dass ein konsistenter Schitzer fiir den Parameter N\, durch Z,

gegeben ist. Verwenden Sie im Folgenden Z19 = 2.5

b) Geben Sie den kritischen Bereich des Tests sowie Thre Testentscheidung an.

¢) Berechnen Sie fiir den approximativen Test den p-Wert. Gehen Sie hierbei von
einem realisierten Wert der Teststatistik von 1.48 aus (auch wenn Sie in

Teilaufgabe 4a) einen anderen Wert herausbekommen haben).

11
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Sollten Sie aus Teilaufgabe 4c) kein Ergebnis vorliegen haben, so verwen-

den Sie im Folgenden einen p-Wert von 0.13

d) Féllen Sie Thre Testentscheidung auf Basis des p-Werts aus Teilaufgabe 4c).

e) Geben Sie das groftmogliche Signifikanzniveau an, fiir welches Sie in Teilauf-

gabe 4d) die Nullhypothese nicht ablehnen kénnen?

5. Die deutsche Fuftballnationalmannschaft wurde in der Vergangenheit oft fiir ihre
schlechte Chancenauswertung kritisiert. Die geometrische Verteilung kann z.B. dazu
herangezogen werden, um die Anzahl der vergebenen Torchancen bis zum ersten Tor

zu modellieren.

Die Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion fx, und die kumulative Verteilungsfunktion

Fx der geometrischen Verteilung lauten:

fx(@p)=p-(1-p)7, (1)
Fx(v;p)=1-(1-p)", (2)

fiir x = 0,1, 2..., wobei der Parameter p die Wahrscheinlichkeit eines Erfolgs misst.

12
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a) Zeigen Sie, dass die Loglikelihoodfunktion der geometrischen Verteilung folgen-

de Form besitzt:

1=0

b) Leiten Sie den Maximum-Likelihood Schétzer fiir den Parameter p der geome-

trischen Verteilung her und geben Sie den Schitzwert an.

13
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Thnen sei nun bekannt, dass die deutsche Mannschaft in der Vergangenheit durch-
schnittlich 5.5 Torversuche pro Spiel benétigte bis zum ersten Mal ein Tor erzielt
wurde. (Sollte Ihnen aus Teilaufgabe 5b) kein FErgebnis vorliegen, verwenden Sie
nachfolgend pyrr, = 0.17)

¢) Wie hoch ist dann die geschétzte Wahrscheinlichkeit, dass beim vierten Tor-

schuss das erste Tor erzielt wird?

d) Wie hoch ist die geschitzte Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei aber we-

niger als sieben Torschiisse bis zum ersten Tor bendtigt werden?

14
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Aufgabe 4

Eine Universitat hat vor 2 Jahren einen Masterstudiengang eingefiihrt, der nun beziiglich
Zulassungskriterien und Studienerfolg analysiert werden soll. Von allen Studienanfingern

des ersten Jahrgangs liegen im R-Dataframe Master folgende Merkmale vor.

Merkmal Note: Abschlussnote des Bachelor-Studiums Spalte Note
Merkmal Test: Erreichte Punktzahl im Zulassungstest Spalte Test
Merkmal Status: Aktueller Stand des Studiums Spalte Status

Das Merkmal Status hat die Auspragungen abgebrochen, abgeschlossen und laufend.

Zur Verfiigung stehen Ihnen der zugehorige R-Output:

> abbruch=Master[Master$Status=="abgebrochen","Test"]
> (sl=sum(Master$Status=="abgebrochen"))

[1] 26

> (s2=sum(Master[Master$Status=="abgebrochen","Note"]))
(11 77

> s2/length(abbruch)

[1] 2.961538

> quant=function(x){quantile(x,0.25,type=1) }

> (lagel=quant(abbruch))

25%

290

> (lage2=mean(abbruch))

[1] 301.1538

> (lage3=max(abbruch))

[1] 355

> (lage4=min(abbruch))

[1] 245

> plot(Master$Note,Master$Test)

und die mit dem letzten Befehl erstellte Abbildung:

350
1
%,

Master$Test
300
1

250
1
%

Master$Note
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. Geben Sie einen geeigneten Datentyp fiir die Spalte Status an.

. Geben Sie einen R-Befehl an, um die durchschnittliche Punktzahl der Studienanfin-

ger im Zulassungstest zu berechnen.

. Vervollstandigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Bisher haben Studenten das Studium abgebrochen.

(b) Die durchschnittliche Bachelornote der Studienabbrecher betréigt

(c) 25% der Studienabbrecher hatten im Zulassungstest maximal Punk-

te.

. Sie interessieren sich fiir den Korrelationskoeffizienten der Merkmale Note und Test.

(a) Schitzen Sie anhand der vorliegenden Informationen ab, welchen Wert dieser

annimmt. (kurze Begriindung)

(b) Geben Sie einen R-Befehl an, um ihn zu berechnen.

. Vervollstdndigen Sie die folgende R-Funktion bar so, dass damit ein Sdulendiagramm

absoluter Haufigkeiten von Merkmalsauspriagungen in einem Datenvektor z erstellt

wird.

bar=function( ){
haeuf= (2)
barplot ( )

}

17
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6. Welche Kennzahl wird mit dem Befehl
> lage3-lage4

berechnet?

Es soll angenommen werden, dass die Zufallsvariable
X: Jogarithmierte Punktzahl beim Zulassungstest®

in der Grundgesamtheit normalverteilt ist, d.h. X ~ N(ux,c%), und dass es sich bei den

vorliegenden Daten um eine einfache Zufallsstichprobe handelt.

7. Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 10% soll getestet werden:
Hy: 0% > o0p =0.03 H,:0% <o}
Fiihren Sie ausgehend von folgendem R-Code

> stich=log(Master$Test)
> k=length(stich)-1

den Test durch, indem Sie die R-Befehle angeben, um

(a) die Stichprobenvarianz als Objekt s zu berechnen,

(b) ausgehend von s die realisierte Priifgrofe als Objekt p zu berechnen,

(c) die kritische Schranke des Tests als Objekt b zu berechnen.

18
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(d) Bei Verwendung der korrekten Befehle erhalten Sie bei Aufruf der Objekte
> s
[1] 0.0216875
> P
[1] 60.72501
>1-p
[1] -59.72501
> b
[1] 67.87608
> pt(s,k)
[1] 0.5086257

Treffen Sie die Testentscheidung und begriinden Sie diese anhand der relevanten
Werte.

19
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Losung Klausur SS14 (10ECTS)

Aufgabe 1

1. qualitatives Merkmal (ungeordnet kategorial)v’, Nominalskalav’ (0.5P+0.5P)

MR | PKW | LKW | X
M | 0.11| 0.55 0.04 | 0.7

2. v'V'+ Rechenweg v/ (1P+0.5P)
F 10.04| 0.25 0.01 | 0.3

¥ 1015] 0.8 0.05 1

3. Der Anteil der ménnlichen Fahrer unter den Motorradfahrern betrigt ca. (0.5P)

73% v
4. Modus v'mit z,,,g =PKWV (0.5P+0.5P)
5. a) f(MR|M)="%1v~15.71% # 30% = falschv’ (1P)

b) f(MNPEKW)+ f(MNLKW) =055+ 0.04 =059 = richtig" (1P)
¢) f(FILKW) = 331 = 20%v S(LKW|M) = %% = 0.0571v
= richtig (1P)

6. P(M) = P(M|MR)-P(MR)+P(M|PKW)-P(PKW)+P(M|LKW)-P(LKW)v =
0.71-0.08 + 0.5 - 0.87 + 0.64 - 0.05 = 0.5238v" (0.5P+0.5P)

=1—(2)-0.71°-0.292- (}) - 0.64° - 0.36> = 1 — 0.0039 = 0.9961v v’

+P(Xp =2Yprw =5) = ()0.5° + (5)0.5° + (3)0.5° = 0.5v' v/
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Aufgabe 2
1. x5 =176.5%8 — (176 + 181 + ... 4+ 169) = v/
= 1412 — 1228 = 184 v/ (1P)
2. rarp = —0.2648 v (0.5P)
3.
Sr = > (=)~ (Fi~ 1)’
i=1
= S (- + (= TP = 2 me— ) (- 7))
_ Thm-m)t | S (- T)" X (=) (i~ )
n—1 n—1 n—1
(1P)
4. a) S =97.6964 v (0.5P)
b) ¢, = 1.8031 v/ (0.5P)
c) dy7) = 1415 v
6.375 — 1.415%300 — 1.3722. v/ (1P)
d) 0¢ [1.23, o) = Nullhypothese ablehnenv’ (0.5P)
e) 1¢[1.23, co) = Nullhypothese ablehnen.v’ (0.5P)
f) kiirzer v/ (0.5P)
5. a) Die Verteilung von D scheint rechtsschief v'zu sein. (0.5P)
b) Symmetrie v’ (0.5P)
6. a) Binomialverteilung v'mit n =8 v'und p = 0.5 v/ (1.5P)
b) 6 v (0.5P)
7. a) 0.1094 v (0.5P)
b) 0.1445 v (0.5P)
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Aufgabe 3

1.

2.

a)

)\Z - 22, )\1 = 05, )\2 == )\Z - /\1 - 17 \/
P(X5=0;) =1.0) =0.3679 v/
P(Z>2X07=25)=1—P(Z <2,z =25) vV
=1-0.5438 = 0.4562 v
PI<X, <4\ =15V
= 0.9814 — 0.2231 = 0.7582 v
— 2.5-3
= ‘m V3

Verwerfe Hy, falls 0.9128 > A\j_, /2 = 1.6448 v
= Hj nicht ablehnen.v

=0.9128 v

pw=2-P(r>148) v
=2-(1—-P(r<1.48)) =0.1388 v
pw £ 0.1 = Hy nicht ablehnen.v’

(0.5P)

(0.5P)

(1P)

(1P)

(0.5P)

(1P)

(1P)
(0.5P)

Hy gerade nicht ablehnen fiir o = 0.1388 (alternativ: « = 0.13).v" (0.5P)

fx(z;p)=p-(1—p)*, >0,

LL(p; w1,y w) = In(TTg p - (1 = p)™) = In (p"(1 — p)=*)
=n-log(p) +log(l —p)- 2o wi v

OLL _n _ Xime®i _ () s

Op P 1-p
Spur=01+7,)"' Vv

Hier: parp = (14 5.5)71 = 0.1538 v/

fx(X =3;p=Duz) = 0.1538 - (1 — 0.1538)% = 0.0932 v/
(oder fx(X =3;p=0.17) = 0.0972)
Fx(z;p)=1-(1—-p)* = >0,

P(2 < X < T;pur = 0.1538) = Fx(6) — Fx(1) v

= 0.4791 v

(oder P(2 < X < 7;p=0.17) = 0.5031)

(0.5P)

(1P)

(1P)

(1P)
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Aufgabe 4

1. factor (oder character) (0.5)
2. z.B. mean(Master$Test) (1.0)

3. (a) 26 (0.5)
(b) 2.9615 (0.5)
(c) 290 (0.5)
4. (a) Abbildung zeigt fast perfekt linearen Zusammenhang zwischen Note und Test-

punktzahl. Somit sollte Korrelationskoeffizient Wert 1 oder einen Wert knapp

darunter annehmen. (1.0)

(b) cor(Master$Note,Master$Test) (1.0)

5. (1.5)

bar=function(z){
haeuf= table(z)
barplot( haeuf )

6. Spannweite des Merkmals Test bei den Studienabbrechern (1.0)

(a) s=var(stich) (0.5)
(b) p=kxs/0.03 (0.5)

)
)
(c) b=qchisq(0.1,k) (0.5)

(d) Da realisierte Priifgrofe mit 60.7 kleiner als kritische Schranke von 67.87, muss
Hy bei o = 0.1 abgelehnt werden. (1.0)
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