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Hilfsmittel: Es gelten folgende Regelungen zu den erlaubten Hilfsmitteln:
e Nicht programmierbarer Taschenrechner

e Die vom Lehrstuhl offiziell herausgegebene Formelsamm-
lung, 2. Auflage, (DIN A5, gebunden, orangener Umschlag),
es sind keine weiteren Eintragungen oder Markierungen dar-
in erlaubt. Ausgenommen sind farbliche Hinterlegungen von

Textpassagen und/oder Formeln.
e R Reference Card von Jonathan Baron, es sind keine

weiteren Eintragungen oder Markierungen darin erlaubt.

Bewertung: Fiir jede Aufgabe werden maximal zehn Punkte vergeben.
Bewertet werden grundsétzlich nur Losungen, die im

Losungsteil stehen und fiir die Folgendes beachtet wird:

e Der Losungsweg muss aus einer Darstellung der einzelnen

Rechenschritte ersichtlich sein.

e Antworten sind stets zu begriinden, es sei denn es wird aus-

driicklich keine Begriindung verlangt.

e Unleserliche Aufgabenteile werden mit 0 Punkten

bewertet.

Viel Erfolg!



7.5 ECTS

Aufgabe 1 von 4

Eine Maschine stellt Schokoriegel her. Das Gewicht in Gramm G, der einzelnen Riegel ist

dabei unabhéngig und identisch normalverteilt mit Mittelwert 55 und Varianz 0.5.

1. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein produzierter Schokoriegel weniger als

54.9 g wiegt?

2. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein produzierter Schokoriegel zwischen

54.8 g und 55.2 g wiegt?

Unabhéngig davon produziert eine zweite Maschine Schokowaffeln. Das Gewicht in Gramm
G5 dieser Waffeln ist ebenfalls unabhéngig und identisch normalverteilt, allerdings mit

Mittelwert 30 und Varianz 0.75.

3. Wie ist das Gewicht einer Packung Gp = 5G; + 5Gy von jeweils 5 Schokoriegeln
und -waffeln verteilt? Geben Sie die Verteilungsfamilie, sowie Erwartungswert und

Varianz explizit an.
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Im Folgenden sind die absoluten Héaufigkeiten fiir die Bewertungen eines Hotels im Jahr
2017 angegeben. Dabei wird die Skala 1 (sehr gut), 2 (gut), 3 (mittel) und 4 (schlecht) zu
Grunde gelegt.

Bewertung des Hotels ‘ 1 2 3 4
Absolute Haufigkeit ‘5 3 2 1

4. Geben Sie das Skalenniveau des Merkmals “Bewertung des Hotels” an.

5. Geben Sie den Modus des Merkmals “Bewertung des Hotels” an.

6. Berechnen Sie die Gini-Entropie des Merkmals “Bewertung des Hotels” aus den

relativen Haufigkeiten.

7. Geben Sie Minimal- und Maximalwert an, den die Gini-Entropie aus Teilaufgabe 6.

annehmen konnte.
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Die Zufallsvariable X besitzt den Erwartungswert £(X) = 3 und die Varianz Var(X) = 4.

8. Bestimmen Sie das zweite Moment F(X?).

9. Der erste Pearsonsche Schiefekoeffizient von X betrégt 0.5. Bestimmen Sie den Mo-

dus von X.

Eine zweite Zufallsvariable Y besitzt die Varianz Var(Y) = 9 und die Korrelation zwischen
X und Y betrdgt Cor(X,Y) = 0.5.

10. Bestimmen Sie die Kovarianz Cov(X,Y).

11. Welchen Wert miisste Cov(X,Y) annehmen, damit die Korrelation ihren Maximal-

wert erreicht?
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12. Nehmen Sie nun an, dass die Kovarianz Cov(X,Y) = 2 betriagt und E(X -Y) =1
ist. Wie lautet der Erwartungswert E(Y)?

Die Zufallsvariable Z ist exponentialverteilt mit Parameter A = 5 und besitzt die Vertei-

lungsfunktion F(z) = 1 — exp(—bz).

13. Geben Sie die Quantilsfunktion F~!(u) von Z als Umkehrfunktion der Verteilungs-
funktion F(z) an. Ersetzen Sie dazu F(z) durch u und z durch F~!(u) und lésen

Sie den Ausdruck anschlieend nach F'~!(u) auf.
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Schmierpapier zu Aufgabe 1
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7.5 ECTS

Aufgabe 2 von 4

Als Geschaftsfithrer der Einzelhandelskette Nordi interessieren Sie sich fiir den Kranken-
stand Threr Mitarbeiter. Sie gehen davon aus, dass die Wartezeit X in Tagen bis zur

Erkrankung eines Mitarbeiters exponentialverteilt mit Parameter A = (.2 ist.

1. Bestimmen Sie den Wert der Verteilungsfunktion Fx(z) an der Stelle z = 2.5.

2. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Wartezeit bis zum Erkranken eines
Mitarbeiters mehr als 7 Tage betrigt?

3. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Mitarbeiter gleichzeitig erkranken?

4. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Wartezeit bis zum Erkranken eines
Mitarbeiters mindestens 1 und hochstens 3 Tage betrigt?
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5. Uberpriifen Sie, ob die Dichtefunktion der Zufallsvariable X symmetrisch um den

Wert 0.2 ist.

6. Berechnen Sie die Varianz von X fiir A = 0.2.

7. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Stichprobenmittel X,, um héchtens 1.2 vom wah-
ren Erwartungswert abweicht, soll mindestens 97.9% betragen. Bestimmen Sie mit
der Ungleichung von Chebyshev den minimalen Umfang n einer Zufallsstichprobe
X4, ..., X, der hierfiir benotigt wird.

Hinweis: Falls Sie Teilaufgabe 6. nicht 16sen konnten, verwenden Sie Var[X]| = 25.
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Sie erfassen 10 mal die Wartezeit bis zur Erkrankung eines Mitarbeiters. Es ergibt sich
S0 @ =72 und 300, (2 — T1o)? = 68.

8. Bestimmen Sie die Stichprobenvarianz.

9. Schétzen Sie die tatsédchliche durchschnittliche Wartezeit px geeignet.

10. Thr Kollege zweifelt an, dass die Wartezeit X der Exponentialverteilung mit Para-
meter A = (0.2 folgt. Vielmehr vermutet er, dass A > 0.3 gilt. Er stellt das Hypothe-

senpaar
Hy: A2<03=X vs. H : A>0.3

auf. Treffen Sie mittels der exakten Entscheidungsregel eine Testentscheidung (mit
Begriindung!) fiir eine Irrtumswahrscheinlichkeit von «a = 5%.
Erinnerung: >0, z; = 72 und 310 (2; — T10)? = 68.
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11. Wiirden Sie fiir den von IThnen durchgefiithrten Test einen p-Wert von 0.004, 0.04,

oder 0.4 erwarten? Begriinden Sie Thre Antwort.

11. Gehen Sie nun davon aus, dass X nédherungsweise normalverteilt ist, wobei die Va-
rianz unbekannt ist. Berechnen Sie ein zweiseitiges 90%-Konfidenzintervall fiir die
tatsidchliche durchschnittliche Wartezeit.

Verwenden Sie: s2, = 6.8 und 7;y = 7.2.
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Schmierpapier zu Aufgabe 2
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7.5 ECTS

Aufgabe 3 von 4

Gegeben sei die Zufallsvariable X: “Anzahl der Personen, die in Niirnberg innerhalb einer
Stunde aufgrund tiberhohter Geschwindigkeit geblitzt werden” mit X ~ Pois(5). Gehen

Sie davon aus, dass die Annahmen eines Poisson-Prozesses erfiillt sind.

1. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass innerhalb einer Stunde kein Auto geblitzt

wird.

2. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass innerhalb einer Stunde mehr als 3 aber

hochstens 7 Personen geblitzt werden.

3. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass in der ersten Stunde 3 und in der zweiten

Stunde 6 Personen geblitzt werden.

4. Geben Sie den Median der theoretischen Verteilung von X an.

5. Geben Sie das 99.99% Quantil der theoretischen Verteilung von X an.
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6. Welcher Verteilung folgt die Zufallsvariable Z : “Anzahl der Personen, die in Niirn-
berg innerhalb von zwei Stunden aufgrund {iberhéhter Geschwindigkeit geblitzt wer-

b

den”.

7. Welcher allgemeine Zusammenhang besteht zwischen dem Erwartungswert und der

Varianz einer Poissonverteilung.

Bei einer Verkehrszdhlung wird die Anzahl der Autos Y, die innerhalb einer Stunde durch
die Lange Gasse fahren, gezihlt. Sie machen die folgenden 80 Beobachtungen:

il1]2|34|5]| 6
vyl 0| 1]2|3]4]|>5
n; |16 25(23(6|10| 0

n; bezeichne die Anzahl der Beobachtungen fiir das Ereignis y;.

8. Berechnen Sie das Stichprobenmittel Y,,.
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Verwenden Sie ab jetzt Y, = 1.5.

9. Geben Sie unter der Annahme, dass Y poissonverteilt ist, das approximative, sym-
metrische 95% Konfidenzintervall fiir den Parameter A an und berechnen Sie die

Grenzen.

~

10. Schétzen Sie fiir y» = 1 die Einzelwahrscheinlichkeit py = fpyis(y2; A). (Hinweis:
A=Y,)

Sie wollen nun Thre Annahme einer Poissonverteilung mit unbekanntem Parameter mittels
eines x?-Anpassungstests iiberpriifen. Hierzu haben Sie folgende Werte gegeben (Hinweis:

Klassen sind bereits zusammengefiihrt, um die Approximationseigenschaften zu erfiillen):

i 1 2 3 4 5

i 0 1 2 3 > 4

P 0.2231 | 0.3347 | 0.2510 | 0.1255 | 0.0657
Wb 10,1913 | 0.1178 | 0.4246 | 1.6257 | 4.2819

0
np,

11. Geben Sie die theoretische Teststatistik inklusive asymptotischer Verteilung unter

der Nullhypothese an und berechnen Sie die realisierte Teststatistik.
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12. Geben Sie die kritische Schranke des Tests fiir eine Irrtumswahrscheinlichkeit von

a = 5% an.

13. Treffen Sie eine Testentscheidung (mit Begriindung). Falls Sie die Teilaufgaben 11.
und 12. nicht 16sen konnten, verwenden Sie fiir die Teststatistik den Wert 7 und fiir

die kritische Schranke den Wert 8.
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Schmierpapier zu Aufgabe 3
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Aufgabe 4 von 4

Sie fahren mit der Bahn zur Universitdt und sind hiufig von Verspatungen betroffen. Sie
nehmen jeden Arbeitstag exakt die selbe Verbindung. Nehmen Sie zunéchst an, dass die
Anzahl an Tagen X, an denen der Zug verspétet abfahrt, mit p = 0.45 binomialverteilt
ist. Betrachten Sie im Folgenden den Fall, dass Sie an n = 20 Tagen zur Universitit fahren

wollen.

1. Geben Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass der Zug an 5 von 20 Tagen zu spét

kommt.

2. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Zug in 20 Tagen mehr als 10 mal

verspéatet ist?

3. Wie viele Tage mit Verspéatung erwarten Sie?
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4. Sei die Likelihoodfunktion fiir den Fall von genau einer Stichprobe gegeben als

L(p) = (2)p"(1 — p)"*. Berechnen Sie die logarithmierte Likelihoodfunktion und
geben Sie die erste Ableitung der logarithmierten Likelihoodfunktion nach p an.

Um die Verspédtungen genauer charakterisieren zu konnen, messen Sie die gesamte Fahrt-

zeit des Zuges T (in Minuten) iiber ein Jahr hinweg. Sie bestimmen die folgenden statis-
tischen Kennzahlen:

Kennzahl Wert
n 214
Ly T 33.64

Iy (=T 1711
LY (Ti—T)* 48655

Auflerdem skizzieren Sie die Verteilung mit folgendem Box-Whisker-Plot. Die Whisker
geben dabei Minimum und Maximum der Daten an.

5
31.31 72.75
32.07 33.86

32.73

5. Geben Sie das empirische 100%-Quantil an.
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6. Bestimmen Sie den Median.

7. Berechnen Sie den Quartilsabstand.

8. Berechnen Sie die empirische Schiefe der Verteilung unter Verwendung des dritten

standardisierten Moments.

9. Interpretieren Sie den berechneten Schiefekoeffizienten. Wihlen Sie dabei aus den
folgenden Antwortmoglichkeiten: linksschief, rechtsschief, symmetrisch. (Falls Sie die

vorherige Aufgabe nicht 16sen konnten, gehen Sie von einem Wert von 5.21 aus)
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Nach Threm Abschluss beschliefen Sie, sich der Ursache der Verspétungen zu widmen und
unterschreiben einen Arbeitsvertrag bei dem zusténdigen Bahnnetzbetreiber. In einem
ersten Projekt untersuchen Sie die Piinktlichkeit bei Regionalverbindungen, die von den
drei Firmen D, L und F betrieben werden (Merkmal B). Aus den Daten einer einfachen
Stichprobe werten Sie aus, ob ein Zug zu friih, zu spéat oder piinktlich am Endbahnhof
eintraf (Merkmal V) und erstellen die folgende Tabelle:

v;/b; Betreiber D Betreiber L. Betreiber F | >
Zu frith 243 15 11 X
Piinktlich | 2911 y 216 4149
Zu spit 1349 495 117 1961
> 4503 1532 344 6379

10. Berechnen Sie die fehlenden Werte x und y in der Tabelle.

Ihre Intuition sagt Ihnen, dass die Piinktlichkeit von der Betreiberfirma abhéngt. Im
Folgenden soll daher ein y?-Unabhingigkeitstest mit Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0.01

durchgefiihrt werden.

11. Geben Sie die Nullhypothese Hj des y2-Unabhiingigkeitstests an.

12. Geben Sie die Formel der Teststatistik des y?-Unabhéngigkeitstests inklusive asym-

ptotischer Verteilung an.
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13. Geben Sie die kritische Schranke an.

Gehen Sie fiir die folgende Aufgabe von einem Wert der Teststatistik von x? = 58.14
und einer kritischen Schranke von 12.91 aus, auch wenn Sie die vorherige Aufgaben losen

konnten.

14. Treffen Sie eine Testentscheidung und begriinden Sie diese.
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Schmierpapier zu Aufgabe 4
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