Parameterschitzung  Punktschitzung

Maximum-Likelihood-Prinzip

Beim Maximum-Likelihood-Ansatz unterscheidet man grundsatzlich zwei Situationen:

A. Bevor die Stichprobe tatsichlich gezogen wird, ist nur die Verteilung der méglichen
Stichprobenergebnisse in Abhingigkeit vom Parameterwert 6 bekannt:

n

v n;0) = [ [ Fx(@:50)

=1

Fx1,Xopx0 (X1, T2, . ..

D.h. die gemeinsame Verteilung hingt von z1,...,z, und dem unbekannten 6 ab.
B. Nachdem die Stichprobe gezogen wurde, ist der Wert der Verteilung des konkreten
Stichprobenergebnisses in Abhangigkeit vom Parameterwert 6 bekannt:

n

vzn) = [ [ fx(2::6)

=1

L(0; 21,22, ...

D.h. die gemeinsame Verteilung hangt nur noch von dem unbekannten 6 ab, da
ri,..., T, bekannt sind.
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Parameterschitzung Punktschatzung

Likelihoodfunktion fiir eine Bernoulli-verteilte
Zufallsvariable |

o Sei X die Zufallsvariable, die den Wert 1 annimmt, wenn beim Miinzwurf " Kopf”
oben liegt. Der unbekannte Parameter ist die Wahrscheinlichkeit p, dass " Kopf"”
oben liegt.

o Bevor eine Stichprobe gezogen wird, d.h. ein 10-maliger Miinzwurf vorgenommen
wird, kennt man in Abh&ngigkeit von dem unbekannten p die gemeinsame
Verteilung der Stichprobenergebnisse:

n

Xn =aaip) = [[p7 (1 —p)' "0

=1

P(X1=931,...

o Nach der Stichprobenziehung liegt z.B. ein Stichprobenbefund

xT1 T2 T3 T4 s e X7 s T9 10
1 0 0 1 1 0 0 1 1 1

vor.
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Parameterschitzung  Punktschitzung

Likelihoodfunktion

o Die Funktion
L(0) = L(6;x1,...,2n)

heiBt Likelihoodfunktion.

o Diskrete Zufallsvariable: Likelihhoodfunktion = Gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsfunktion.

o Stetige Zufallsvariable: Likelihoodfunktion = Gemeinsame Dichtefunktion (keine
Wahrscheinlichkeit).
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Parameterschitzung Punktschatzung

Likelihoodfunktion fiir eine Bernoulli-verteilte
Zufallsvariable 1l

o Die Wahrscheinlichkeit dieses Stichprobenergebnisses in Abhingigkeit von p ist
L(p) = p°(1 —p)*.

@ Wahl von p: Wahle p so, dass die Wahrscheinlichkeit am gréBten ist, dass der
konkrete Stichprobenbefund aus einer Grundgesamtheit mit diesem Parameterwert
p stammt.

o D.h.: Maximiere die Likelihoodfunktion bez. p.

o Vereinfachung der Maximierung: Da nur die Stelle des Maximums und nicht der
Wert der Zielfunktion an der Stelle des Maximums interessiert, kann auch die
logarithmierte Likelihoodfunktion

InL(p) =InL(p;z1,...,2,) =6Inp+4In(1 — p)

maximiert werden.

L(p) und In L(p) besitzen das Maximum an derselben Stelle p*.
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Parameterschitzung  Punktschitzung Parameterschitzung  Punktschitzung

Likelihoodfunktion fiir eine Bernoulli-verteilte Likelihoodfunktion in R |
Zufallsvariable 111
o Plotten der Likelihoodfunktion fiir n = 10 und 312, = 6

>p=seq(0,1,0.001)
o Ergebnis der Maximierung: zlzpt?*(]l__ﬁi..éll d=2)
P o P: H) ,LWd=

OlnL(p) 6 4 Lo
dp p 1-p

liefert ﬁML = 6/10 = 0.6.

o D.h. am wahrscheinlichsten ist es, dass der Stichprobenbefund aus einer
Grundgesamtheit mit p = 0.6 stammt, also mit 60%-iger Wahrscheinlichkeit
" Kopf” oben liegt.
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o Wie sdhe das Ergebnis aus fiir eine 100malige Wiederholung des Miinzwurf, wobei i
55mal " Kopf"” oben liegt?

0.0000
I
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Parameterschitzung Punktschatzung Parameterschitzung Punktschatzung
Likelihoodfunktion in R |l Maximume-Likelihood-Schatzung fiir eine Bernoulli-verteilte

Zufallsvariable |

o Plotten der logarithmierten Likelihoodfunktion fiir n = 10 und 2321 = 6:

>p=seq(0,1,0.001)

>1=p~6*(1-p) "4 o Es soll eine allgemeine Schitzformel angegeben werden, die nicht nur fiir den
>11=log(1) Stichprobenbefund n = 10 und 2}21 x; = 6 einen Schatzwert liefert.
>plot(p,11,"1",1lwd=2) o Likelihoodfunktion fiir ein beliebiges Stichprobenergebnis z1, 2, ..., Zn:
n
Lp) =[]p" (1 —p)' =
i=1
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I

o Logarithmierte Likelihoodfunktion fiir ein beliebiges Stichprobenergebnis
L1,X2,...,Tn:

3
2
]
S

n

In L(p) = Z(aﬁZ Inp+ (1 —z;)In(1 —p)).

=1
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(WS 2008/09) Ingo Klein WS 2008/09 121 / 158 (WS 2008/09) Ingo Klein WS 2008/09 122/ 158



Par ha P stzung

Maximum-Likelihood-Schatzung fiir eine Bernoulli-verteilte
Zufallsvariable I

o Notwendige Maximumsbedingung:

n

OlIn L(p) (Zlfl 1- :Jcl) !
e A = 0.
dp Z p 1-p

=1

o Durchmultiplizieren mit p(1 — p) > 0 und Aufldsen nach p ergibt den ML-Schitzer:

1 n
~ _ 1 XZ
pPmL TL;

o D.h. die unbekannte Wahrscheinlichkeit, mit der " Kopf” beim Miinzwurf oben
liegen bleibt, wird durch den Anteil der "Kopfe” in der Stichprobe geschatzt.

@ Hinreichende Maximumsbedingung:
8% 1n L(p) ~ T; 1—xz;
el ¥ 2 0
op? ; P 1-p2) "
fiir alle p € (0,1). Somit besitzt die logarithmierte Likelihoodfunktion ein

gleichmiBiges (konkaves) Kriimmungsverhalten, so dass ein globales Maximum
vorliegt.
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